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INTRODUCCIÓN 




_ M „ rie tífnao de mucho* años ale experiencia Jet auror en ¡a enseñan Je lo, dtoto» 
F Z nía para estudiante, de Ciencia, c Incierta Je ta tersidad S,mciñ Poinar. 

Z pretende sustituir al libro Je texto; su éetketpeapMUnn ‘^Z^TpÍguntas. ira 

2SI“- tü « -> /«»■«—; - *• * h : rzr XSL 

físicas en múltiples situaciones infere sanies y esti muh mies . ‘ imu ** 0 untas venia 

<me. con un trabajo continuo basado en el planteamiento y di* uuon t e preg ^ 

resolución de problemas, el alumno puede desarrollar a su propio r¡ , ^, 

razonamiento lógico y estrategias metodológicas que le permita vencer las fita * Q 

son inherentes ai aprendizaje de esta asignatura, una tarea que difiU 

docente en el limitado tiempo de clase que dispone. Este volumen - está te iC 

Sistemas de Parricidas y Cuerpos Rígidos, y se presenta en seis capítulos organizados en r 

secciones: 

a\ Principios Fundamentales: La teoría es expuesta en f orma lógica, clara y concisa, tratando 
de destacar las ideas esenciales y las leyes generales, para permitir una rápida revisión. 


b) Problemas Resueltos: Es una selección de problemas con distintos grados de dificultad, que 
cubren una amplia gama de aplicaciones, tanto en ciencias e ingeniería como en situaciones 
próximas a ta vida diaria, con el objeto de ilustrar y concretar cada uno de los aspectos 
teóricos. Se dan todas las soluciones en detalle, re sal lando el aspecto metodológico y 
didáctico. 


c) Verifica tu comprensión: Son preguntas y ejercicios expresados en forma de elección 
múltiple . «i fin de que compruebes tu comprensión conceptual de los temas abordados y al 
mismo tiempo que desarrolles tu intuición y sentido físico, ¡m mayoría son de naturaleza 
conceptual o plantean ejercicios cualitativos, cuya solución se alcanza mediante el 
razonamiento reflexivo, sin tener que recurrir a las fórmulas. Algunas preguntas presentan 
situaciones aparentemente paradójicas i fue podrían ir en contra del sentido común, fpiensa tas 
antes de mirar l*t respuesta! 


La resolución de problemas de física es un proceso intelectual parecido a una pequeña 
investigación científica en que, no siempre es evidente de antemano cuál debe ser la secuencia 


de pasos a seguir para obtener un resultado correcto. La destreza necesaria sólo se alcanza 
trabajando con dedicación y ahinco, hasta adquirir un dominio razonable de los conceptos, 
principios y leyes físicas que permitan un nivel de aprovechamiento satisfactorio. Esperamos 
que logres culmimir esta asignatura con mucho éxito. ¡Suerte, y adelante! 


Dougbas Figueroa, PhD 
figueroa® uslt.ve 
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SSSíEMAS DE PARTÍCULA 


Y CENTRO DE MASA 



En las unidades anteriores, hemos considerado a los objetos extensos tales como pelotas, 
bloques, personas o automóviles, como si estos fueran partículas puntuales. El modelo de 
partícula es adecuado cuando se considera únicamente el movimiento de traslación de un objeto. 
Los objetos reales, además de trasladarse pueden rotar o vibrar, de modo que sus partes 
constituyentes pueden moverse de manera complicada. En este curso vamos a considerar el 
comportamiento colectivo de sistemas constituidos por muchas partículas. Las ecuaciones de 
movimiento de un sistema de muchas partículas resultan difíciles y a veces imposibles de 
resolver. Afortunadamente, ei prob ema se simplifica porque en un sistema de partículas 
podemos identificar un punto especial denominado centro de masa (CM), el cual tiene 
propiedades interesantes. En ausencia de fuerzas externas, el centro de masa se mueve con 
velocidad constante como si fuera una partícula no acelerada, por muy complicado que sea el 
movimiento de las partes componentes del sistema. Cuando el sistema está sujeto a fuerzas 
externas, el centro de masa se mueve de acuerdo a la segunda ley de Nevvton, del mismo modo 
que lo haría una partícula imaginaria de masa igual a la masa total del sistema que estuviera 
sujeta a la misma fuerza externa resultante. Veremos que, en general, el movimiento de un 
sistema de partículas puede ser considerado compuesto de dos partes: el movimiento del centro 
de masa, que podría representar el movimiento del sistema global, mas el movimiento de las 
diferentes partes individuales del sistema en relación al centro de masa. 



En este capítulo Ud, encontrará aspectos relacionados con: 


• Centro de masa 

• Velocidad y aceleración del centro de masa 

• Momento lineal de un sistema de partículas 

• Energía cinética de un sistema de partículas 

• El marco de referencia del centro de masa 
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PRINCIPIOS FUNDAMENTALES 


SISTEMAS DE PARTÍCULAS 

Un sistema cíe panículas es cualquier conjunto bien 
definido de partículas del universo sobre el cual 
enfocamos nuestra atención. 

Las partículas de! sistema pueden o no interaetuar entre si 
o con su entorno, el cual está constituido por elementos 
externos al sistema. 




EL CENTRO DE MASA: UN PUNTO ESPECIAL 

i 


El centro de masa (CM) de un sistema de A partículas se 


define por c! vector de posición: 



m j + m 2 r 2 + m^r f + ... 
tu¡ + m 2 + mj + .. 



Siendo: A/ 




la masa tota! del sistema. 


El centro de masa de un sistema es una especie de 
promedio ponderado para las posiciones de sus diferentes 
partículas. La masa individual, wi r „ ubicada en un punto 
con vector de posición, Y ¡, es el factor de peso estadístico 


l 





para ese lugar. 


Si consideramos un conjunto de ejes cartesianos, se 
trabajan por separado cada una de las coordenadas I 
( x cm , y cm , z^nt ) del centro de masa. 






m/.Xi + m 2 x 2 + ... 
m ¡ + m 2 + ... 


m¡y¡ +m 2 yj -t-... 
m¡ + m 2 +... 

+ m?Zj + ... 
m¡ + m 2 + ... 



Vector posición del centro de masa 



2 
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CENTRO DE MASA DE UN CUERPO CONTINUO 

j >ijr¡l f ia ¡| ;ir el centro de masa de un cuerpo continuo de 
forma arbitraria, ve procede a dividirlo apropiadamente en 
elementos infinitesimales de masa dm, de modo que la 
suma discreta sobre las partículas queda transformada en 

una integral: 




rdm 



Las correspondientes componentes cartesianas son: 



Para evaluar estas integrales, se debe expresar la variable 
m en términos de las coordenadas espaciales x, y, z o r. 

En la práctica, el centro de masa de un cuerpo se consigue 
mas fácilmente si este tiene simetrías. 



Afganas características importantes dei CAf son: 

1) El centro de masa se encuentra siempre ubicado en una 

posición fija respecto del cuerpo o sistema. No depende 
del marco de referencia que se use para el cálculo. ¡ 

1 

2) En la posición del centro de masa no necesariamente 
debe haber masa, es decir, el centro de ma>a puede 
incluso estar ubicado fuera del cuerpo. 




Para hadar et centro de masa de un objeto... 

1) Se escoge un conjunto de ejes de coordenadas con un 
origen apropiado. 

2) Si el objeto es homogéneo y tiene líneas o planos de 
simetría, se aprovecha el hecho de que el centro de masa 
debe quedar en esas líneas o planos. 

3) Si el objeto puede ser dividido en pedazos, cuyo CM 
resulta fácil de determinar, entonces cada uno de estos 
pedazos puede ser considerado como una partícula 
localizada en su respectivo centro de masa, que 
contribuye al centro de masa total. ¡Divide y vencerás! 
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VELOCIDAD DEL CENTRO DE MASA 

La importancia de! concepto de centro de masa radica en 
que su movimiento es particularmente simple de describir. 
En efecto, si derivamos respecto al tiempo la expresión 
del vector de posición, r t , m , obtenemos la velocidad del 

centro de masa: 


d „ 


v_« — r' 


tn i 


di 


cm 


/ v á - 1 V 

MÁj” 1 * dt nm m2j 


"V’í 


ACELERACIÓN DEL CENTRO DE MASA 

St ahora derivamos la expresión anterior respecto de| 
tiempo, obtenemos la aceleración del centro de masa del 

sistema: 




MOMENTO LINEAL DE UN SISTEMA 

La expresión para v cn puede escribirse de la forma: 


Mr 


cm 




Pi “ P 


fot 


Por lo tanto, el momento lineal o cantidad de movimiento 
total del sistema de partículas es igual a Ja masa total 
multiplicada por la velocidad del centro de masa. 

Esto significa que el momento lineal de un sistema de 
partículas es equivalente a la de una sola partícula 
(imaginaria) de masa M (la masa total), que se mueve a la 
velocidad del centro de masa v cm . 


ECUACIÓN DE MOVIMIENTO DEL CM 

Si derivamos de nuevo, ambos miembros de la expresión 
anterior respecto al tiempo, y suponiendo que la masa del 
sistema es constante, se obtiene la aceleración del centro 
de masa: 

- y.mpi m 


Velocidad del centro de masa 


Y 


iw 


M ÁJ 


m,v, 


Aceleración del centro de masa 


r - 1 n 

t 

i 

clcm " M l 

y rnpij 


Momento lineal total 
deí sistema de partículas 



■Jt 


Fr* - - 


sistema 


f» 2 \ F l 


m 



Donde F t - es la fuerza neta sobre la partícula de 
masa m¡. 
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_i 

C'M.indo evaluamos la sumatoria anterior, es necesario 
distinguir entre dos tipos de fuerzas. Las fuerzas internas 
ue sC ejercen entre las partes del sistema) y las fuerzas 
• turnas (que son ejercidas por el entorno sobre el 1 
sistema). Al sumar las fuerzas internas, debido a la 
Tercera ley de Ncwton. estas se cancelan por pares, 
quedando únicamente las fuerzas externas. ! 


Fuerzas internas y 
fuerzas externas 


i a suma da entonces, la fuerza neta sobre el sistema. 



Segunda ley de Newton para 
un sistema de partículas 


Esta expresión constituye una versión de la Segunda ley 
Je Newton para un sistema de partículas. 


Este resultado expresa un hecho muy importante: "El 
centro de masa de un sistema se acelera como sí fuera 
una partícula de masa M y como si la fuerza neta 
estuviera aplicada en ese punto' 1 


En la figura se ilustra el caso de un objeto que es lanzado 
y luego explota en el aire. Los fragmentos salen dispersos 
en direcciones diferentes pero, por tratarse de fuerzas 
internas, el centro de masa de los fragmentos continuará 
a lo largo de la trayectoria parabólica que seguiría la 
partícula original bajo la acción de la fuerza de*gravedad. 




Trayectoria'', 
del CM ^ 



f 


t 

I 



SEGUNDA LEY DE NEWTON PARA UN SISTEMA ¡ 

I 


También podemos escribir la segunda ley de Newton en 
términos del momento lineal total del sistema: 


Fneta m dP/dt 

Im rapidez de cambio del momento lineal total es igual a j 
la fuerza neta aplicada al sistema. 



Segunda ley de Newton 
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CONSERVACIÓN DEL MOMENTO LINEAL 


De la anterior expresión se deduce una de la> íc . Vcs 111,1 v 
importantes de la física; 

Si ¡a fuerza neto externa ejercí Ja sobre el sistema es nula, 
el momento lineal total se mantiene constante. 

Además, si la masa no varía, el centro de masa de un 
sistema aislado se mueve a velocidad constante 
relación a un marco de referencia inercial. 


S¡ F „ ta -0 
V rm = constante 


ENERGÍA CINÉTICA DE UN SISTEMA 


r¡ - r cm + r¡ '7 “ v cm + v i 

Siendo r, y iy = dr i ! dt respectivamente la posición yj 
velocidad de la partícula en el marco de referencia del 
laboratorio (LAB). 

v¡ - dr¡ ¡dt = Velocidad respecto al marco del CM 


t¡ ** fan 0 
Vi = V cm + Vi 


+( 


2 


Vi ) * v cm + “ ( 


cm 


La energía cinética de un sistema de partículas es la suma 
de las energías cinéticas de las panículas individuales: 


En esta expresión, las velocidades iy de las partículas se 
miden en un marco de referencia arbitrario, que Mamamos j 
marco de referencia de laboratorio (LAB). Para pasar al 
marco de referencia del centro de masa (CM), aplicamos 
la transformación galíleana: 


Energía cinética total de un 
sistema de partículas 


v cr „ = Velocidad del CM respecto al marco del LAB 


Al sustituir la velocidad de cada partícula en la expresión 
para la energía cinética total, se obtiene: 

m i (Vcm + v i ) * ( v cm + v ¡) 


K 


V 


cm 


cm 


6 
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i ;i segunda sumatoria en esta expresión es la cantidad de 
movimiento del sistema referida al centro de masa y por 
[o tanto es cero: 

2jMí$ = ° 

\ de mas, la última sumatoria es la masa total del sistema. 


2 


m, = M 


De esta manera, quedan únicamente dos términos: 


i* V 1 -2 1 „ 1 

A - y~ m t v i + ” M v cm 

¿ mm 


Encontramos así que: La energía cinética de un sistema 
es igual a la suma de la energía cinética interna (del 
movimiento relativo al centro de masa) más la energía 
cinética asociada al centro de masa. 

La energía cinética interna es la misma en cualquier 
marco de referencia mientras que la energía asociada con 
el movimiento del centro de masa dependerá del marco de 
referencia particular. 


MARCO DE REFERENCIA DEL CM 

Cuando se llevan a cabo colisiones entre partículas, el 
análisis puede resultar mas sencillo si lo hacemos en un 
marco de referencia donde el centro de masa del sistema 
está en reposo (v t7n = 0). A este se le conoce como marco ¡ 

de referencia del centro de masa o de momentum nulo, en 
virtud de que el momento lineal total del sistema respecto 
a este marco siempre es cero: 


2 


Pí ® " 0 


En un choque de dos partículas, los vectores momento 
lineal de las partículas que entran son iguales y opuestos. 
Los vectores de momento lineal que salen también son 
iguales y opuestos. 


Energía cinética tola! 

1 

j * m 2jñ mv f 

+ “ M\$ m 

! 

Energía 

interna 

T 

Energía 
del CM 

\Si 


O nt[ 

\ 

\ 

\ 

\ 

/-S ) 

VO 

mé 

^ - ( 

m\ vj 

\ 

S. 


I 


mi 


* 


"2 v 


Choque elástico en el marco de 
referencia del centro de masa 
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PROBLEMAS RESUEL TQ§ 


PR-1.01 . Centro do masa de tres partículas en un plano 

Respecto de los ejes de coordenadas mostrado, encuentre 
la ubicación del centro de masa de un sistema constituido 
por tres partículas que están ubicadas en el plano <x-y) y 
cuyas coordenadas están dadas en la siguiente tabla: 


Masa (kg) Afm) y<mi 


m¡ 

tJU 

m, 


= 1 




= 3 


2 

3 


2 

-2 

4 


Solución; Se aplican directaniente las relaciones básicas 
que definen las coordenadas del centro de masa de un 
sistema de partículas (.v r „¡, v rm ): 


\ 

*Vm 


2 


m¡x ¡ 


2 


m, 


m¡.\f + m^x% + 
m i + nu + tn i 


r 

*Vm 


( lkg)(2m) + (2ki’)(3m) + (3kg)(-2m) i 

— — ~ = — nt 

lke+2k$+3k$ 3 


V m 

cm 


2"'> 


m¡\¡ + ffhyi + 

m¡ + nu + nij 


(lkR)(2m) + l2ka)(-2m) + (3kg)(4ni) 5 

>cm M»+ 2k x + Skg l m 



Res pues ta 


: .r rm = 1/3 m, 
y,m = 5/3 m 


PR- 1 . 02 . Centro de masa de Ia molécula de amoníaco 

En una molécula de amoniaco {NHj), el átomo de 
nitrógeno está en la cúspide de una pirámide cuya base 
está constituida por los tres átomos de hidrógeno que 
forman un triángulo equilátero. Las distancias 
interatómicas son: 


Hidrógeno-Hidrógeno: d HH 
Nitrógeno-Hidrógeno: d^u 
(1 angstrom = 10 10 m) 


1 ,628 A 

1,014 A 


Si la relación entre las masas atómicas es m s hn {¡ 
localice el centro de masa de la molécula. 


= 14 ! 



8 
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Solución: íl.iliemos primero la distancia u desde cada | 
Alomo de hidrógeno al centro de la base de! triángulo ! 
equilátero, como se ilustra cu l;i figura a: ’ 


m „ 


eos 30“ 


a 


lili 


'¿lililí 

a 


I.62HÁ 


Js 


2 

- 0,940 /t 


para hallar la altura total h de la pirámide, consideramos 
el triángulo rectángulo de la figura b: 

h = T¡di = JÜ~0I4Áf ~(0.940Áf - 0J83Á 


Podemos considerar que la masa total de las tres 
moléculas de hidrógeno ( 3n¡¡-¡) se encuentra concentrada 

en su CM que es el punto central de la base. Si medimos 
las distancias desde el átomo de nitrógeno hasta ei centro 
de masa podemos escribir: 


v = 
J cm 


(3mffih + (m N )0 
3m H +m s 


v = 
jan 


3muh 3 3 i 

- tí -= —* = — -0,0676 A 

3m¡j + ¡4m¡-¡ 17 17 






(Fig.b) 


A 

Por lo tanto, el centro de masa de la molécula de 

amoniaco queda ubicado a una distancia de 0,0676A por I v „ 0.0676Á = 

debajo del átomo de nitrógeno. 


Respuesta: 

6.76x10' 12 m 


PR- 1 . 03 . Centro de masa de una barra no uniforme 

■i 

I 

I 

Una barra delgada y recta de longitud /. tiene su masa 
distribuida de manera no-uniforme con densidad lineal 
A(kg/m) que varía de acuerdo con la expresión: : 

I 

Hx)-kx* 

i 

Donde x es la distancia a un extremo, n es un número 
entero y k es una constante. 

a) Localice el centro de masa de la barra. 

b) Analice el caso cuando la barra es uniforme. 
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S oluci ón: Si dividimos la barra en elementos de 
longitud dx, entonces la masa de un elemento ubicado a la 
distancia x del origen es: 


dm( x) = Xrtx = í kx n kix 

La posición x i n¡ del centro de masa de la barra entera está 
dada por: 

/I + * 


cm 


L f L Xíimm ± f 

M J o M J o M n + - 


En esta expresión se puede eliminar k observando que ; ^ 
esta constante está relacionada con la masa total de la 
barra: 

J *L rL ¿" +/ 

dtn « I kx tf \ =k( 7 1 

o J o " + l 


Sustituyendo M en la expresión anterior de .v rm se tiene. 

n + I 


V S 5 ¿ / ' i 

cm n + 2 

b) Si la barra fuese uniforme. A = k 
por lo tanto: 


— constante y n = 0, 


cin 


/ 


7 
—«■ 


Es decir, el centro de masa de la barra uniforme queda 
justamente en su centro, como debíamos esperar. 


v 


K 


dm = A dx 

X 

■~nx: 


- L 


U 
‘ lLx 


->l 


Bospussía 


n +1 
n+ 2 

ib) Barra uniforme: x 

i _ 


/ 


cm 


L 


PR-1.04 . Centro de masa de un semi-aro 

Determine el centro de masa de una varilla delgada y 
uniforme que está doblada en la forma de un semi-efreulo 
de radio R . 


10 


Solución: Si escogemos un sistema de coordenadas con 

V 


origen en el centro del curvatura del aro, es obvio que 
debido a la simetría, x cm = 0. Para hallar la coordenada 

■ 


, seleccionamos un elemento de arco de longitud di = 
RdQ, ubicado a una altura y ~ Rsend. La masa de este 

AT 

do/y 

elemento es: 


A° 

dm = Ads « A(Rd 0) 

0 



RdO 


v 
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«jictulo la densidad lineal de masa o masa por unidad de 
¡ongtbid: A - Mlxli), La eoorilenada y, m está dada por: 


v 


i m 


— | ydfn »— j {Rst'nil)( ARdO) 

AfJ ’ M Jo 




v 


cid 


f. 


7 , lr A/r , - 2R 

scnlklQ = - [ -eosOJ q - — 

M Jo AxR x 


PRJJté* Centro de masa de un disco semi-clrcutar 

Encontrar el centro de masas de un disco semi-circular 
homogéneo de radio R. 


Solución: Podemos dividir e! disco en tiras semi¬ 
circulares de radio r y espesor dr. La masa de una tira 
elemental es: 

dm = ofdrea) = oxrdr) 

Siendo tria densidad superficial de masa del disco: 

Masa M 


a 


/Area (.xR 2 í 2) 


De acuerdo al resultado del problema anterior, el centro 
de masa de una tira semi-circular de radio r está ubicado 
en la posición: y - 2/7.rr. El centro de masa del disco 
semi-circular completo. y cm estará dado por la integral: 


cm 


lC 2 C R 2r 

- I ydm*i —-tJ {— 
A i J Jo x 


)(axrdr ) 


v 

J c 


f 


r 1 ,r 4R 


*nn " 0 . > 


ñ es puesto: 

2R 
x 


J í tn 





xR‘ Jo xR~ 3 3.x 

i 


Este resultado podría haberse obtenido sin necesidad de 


haber usado el centro de masa de un semi-aro, y operando 
directamente con integrales de superficie. Si ya tienes 

! Respuesta; 

experiencia con las integrales de superficie, trataremos de 
ilustrar el procedimiento en el problema siguiente. 

1 „ 4R 

| **cm “ ® i yem “ 
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PRJ_íQ 6. CAí de un disco semi-circular no uniforme 

Determine el centro de masa de un disco semi-circular de 
radio R no homogéneo y cuya densidad superficial de 
masa o (kg/nr) es proporcional a la distancia r al centro 
de curvatura: 

o = kr 

Siendo k una constante. 


Solución: Por simetría tenemos x iin = 0. Para hallar la 
coordenada y tm usaremos coordenadas polares (r, th- 
Considerando un elemento de masa dm: 

dm ~ DensidadxArea => c\iA = ( kr}(rdOdr) 

La coordenada y de este elemento es: y - rscnO, por Jo 
tanto, el CM de todo el disco está en la posición: 

y = — f ydm ~ — f kr Í (rscnüH rdrdd) 

i n MJ ' M Jo Jo 

— f r 'dr f sen0d0= —-—-Jo [-eosOJ q = 

M J o J o AJ 4 



y 

' ern 


kR 4 _ 

2M 


La constante k esta relacionada con la masa total A/: 


M 


/ (-* f T r 3 f> ., t kjzR 3 

dm = J krj rdrd 0= k[—} Q / OJ ¿ = —- 


Reemplazando el valor de la constante k = 3M / xR , en 
la expresión para y cm , tenemos finalmente: 


y a —/? 

™ 2jr 


Observe que el centro de masa de este disco queda a una j 
altura mayor que en el caso del disco uniforme. 


PR-1.07 . El CM de una placa triangular es su baricentro 

a) Demuestre que el centro de masa de una placa 
triangular uniforme queda en la intersección de las 
medianas. Este punto se llama el baricentro . 

b) Demuestre que el centro de masa de un triángulo 
isósceles de base b y altura A, está a un tercio de su altura. 


V 

%■ 


yV 

' / r k 

í \ 

i \ 

I \ 

'^s s rt/0. 

ir ,&\ 
•m A 

A w i l 

0 1 

X 


HesffUSSlJl 


jf £= (} y 2= —- R 
^ cm + * cm -* * 

¿K 
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Solución: u) Consideremos un triángulo arbitrario y lo 

dividimos en tiras muy delgadas paralelas a la base. El | 

tn , ,| L * masa de cada tira queda en su centro geométrico 

ips centros de todas estarán en la linea mediana que i 

... ñor el vértice, por lo lanío el centro de masa del 
pasa • 

triángulo estará en esa mediana. Si ahora consideramos | 
i ts otras dos medianas llegaremos a la misma conclusión. , 
por lo tanto el punto de intersección de las tres medianas 
(baricentro) es el centro de masa riel triángulo. Sabemos 
por geometría que las medianas de un triángulo se 
intersecan a 1/3 de la altura de sus lados respectivos. 

I 

b) Consideremos una lámina triangular de base h y altura 
h Si seleccionamos el sistema de ejes indicados, por 
simetría tenemos: x cm = 0. Para hallar la coordenada y L7M 1 

consideramos como elemento de masa dm, una tira 
horizontal de ancho 2x y altura dy ubicada a la distancia y 

de la base: 

M 

dm = odA - ( )2xdy 


V 


«" LS} dmm íjSo y 


bh/2 
h 4Mxdy 4 


hh 


r 

mJ n 


bh J ó 


xxdv 


Para evaluar esta integral debemos expresar la variable x 
en términos de v. A partir de la pendiente de la recta 
tenemos: 

H h - y) 


Pendiente = 


bi2 


h - v 


x 


x 


2h 


V 

S cm 


-f 

bh J o 


h b(h-x) , 2 

„, ' - yav -—7 
2h h“ 


f 

J o 


(hx - y" )dy 


V » 

/ cm 


2 ,. A 2 

(/! 

Ir 2 


) 


2_h 
h 2 6 


h_ 

3 


Este resultado es válido para cualquier placa triangular: El 
centro de masa queda a un tercio de la altura del triángulo, 




Respuesta: 


-'Vm y cm 


PR-l . 08 . CM do disco circular con un corte triangular 

A una lámina circular de radío R le fue cortado un pedazo 
de forma triangular. Determine la posición del centro de 
masas según el sistema de coordenadas centrado en el 
circulo. 
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SoluciÓHi simetría ,v,m - 0. Podemos calcular .Vm 
para la lámina cortada en términos de dos, tkuras 
geométricas conocidas, En efecto, la superposición de U 
lámina cortada (Fie. A) con el peda/o triangular ( '»g- 
produce una lámina circular completa (Fie. C). 



El centro de masa de la lámina circular completa está j 
determinado por CM de sus partes consutuyentcs: i 



Tomando en cuenta que: ni A 
y A , tenemos; 


WI4.V4 + m R>'fí 

■■ 

m A + m H 

i 
I 

| 

- m c - m n y despejando ¡ 

i 



mcTc -fwc - m üly a + m t¡yB 
m r y r + (-ntg)yg 

r/¡£ + (—filft } 

Esta es la expresión del CM de un sistema constituido 
por: Un circulo C completo y un triángulo B que tiene 
masa (negativa) igual en magnitud a la de la parte cortada. 


Sustituyendo las áreas en términos de la densidad 

superficial de masa a(kg/nT), y tomando en cuenta que 
y c =0e v fl = /í/i,tenemos: 


Respuesta: 


/a^)fO) + /-a(2fo/i:/2)/fK/J) 
ojiR 2 + /-Of 2RxR 12)] 


R 

3(x-l) 



PR-1.09. Placa cuadrada con un orificio circular 

Una placa metálica cuadrada de lado 2L tiene en una 

esquina un orificio circular de radio U2 . ¿Dónde está su 
centro de masa? 
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ilición:. 1:1 orificio puede representarse por dos discos 
™ micstos. uno de masa positiva y el otro de masa 
* S vTliva. Sea íMkg/tiF) la densidad superficial o masa 
,KL *unidad de área. La placa cuadrada queda completada 
Pl> ienc ima masa m, -(21. fn y su centro de masa está 
ubicado en (/-. L). La placa circular tiene masa negativa: 

■ri 1 i r ¡r v su centro de masa ubicado en (3/ 0, 
f th - '-m''' * ' J 

* p iira C 1 sistema de tíos cuerpos tenemos: 

m¡x¡ + m 2 *2 (j }L ~ i ^ l lLL )L] LUI 


x 


en 1 


ni 1 + ni 2 


4L~o- rcl:o! 4 


ctrt 


Por simetría: y rm 


4L { - 3id:' !H) 2.82 

4L 2 - xL 2 f 4 3,21 

0,878 ¿ 


L = 0.878/. 


s \ 

cm 


PR-1.10. Centro de masa de pentágono incompleto 

Determine el centro de masa de una placa delgada y 
uniforme que tiene la forma de un pentágono de lado L. a! 
cual se le ha quitado una sección triangular, como se 
muestra en la figura. 


Solu ció n : Podemos considerar esta placa (A) como la 
superposición de un pentágono completo (C) de masa: 
5m/4 y un triángulo (B) de masa negativa -m!4. ; 




f —X 


y 

i 

1 

ir 

y 

\ $ 2 / 1/3 ¡ 

/ 

_\ j 




B 


Tomando un sistema de coordenadas con origen en el 
centro del pentágono. El CM de! pentágono queda en el 
origen de coordenadas (y c -0), mientras que el CM del 

triángulo queda a 1/3 de su base o a 2/3 de su vértice: 


2, 2 L/2 

y a - - - /j - - ~ 


-0.459L 


3 " 3 «36° 

Por lo tanto, el centro de masas buscado es: 


Respuesta: 


0.878/. 
VfTTi = 0.878L 
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rn c + (-nift) 


> .4 “ 


(5w/4)(0) + í-m/4)(0,459¿) _ 

V 4 

5m i 4 -t (-m 1 4 ) 





PR-1.11. Centro de masa de esfera sólida compuesta 


Una esfera sólida de radio R y masa uniforme de densidad 
Pq (kg/m-\) tiene una cavidad esférica de radio R ■*., I* 1 
cual está llena de un material tic densidad unilorme 5p). 
como se muestra en la ligura. Determine dónde se 
encuentra el centro de masa de la eslora compuesta. 



Solución; Si escogemos el centro de la esfera compuesta 
como el origen de coordenadas, por simetría tenemos: 
r - 0 El sistema se puede considerar como si estuviese 

constituido por tres esferas uniformes y macizas: 


1) Una esfera grande de radio R , densidad p 0 , e y¡ = 0. 

2) Una esfera de radio R!2 , densidad - p v , e y 2 * -fl / 2. 

3) Una esfera de radio A/2, densidad 5 p () , e y ? - -/?/ 2 . 

1 

Las dos esferas de radio R/2 se pueden considerar como 
una sola, por lo tanto el sistema se reduce a dos esferas: ¡ 
Una grande de radio R, densidad p {) centrada en y¡j =0 y 
una pequeña de radio R/2, densidad 4p i) en y c --R/2 . 





La coordenada y del centro de masa de la esfera 
compuesta es: 


y A 


1 




2 , 


+ m r y r 

m l m B + m c 


>4 


po(4;tff 3 / 3)0 + 4pp[4 ,t(A/2) 3 /3]H? !2) 
po(4,*rf? 3 /3) + 4po[4,T(A/2) 3 /3| 


R 


Respuesta: 


cm 


0, y 


cm 


R 

6 


(por debajo del centro) 
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PR-JLJ2. Centro de trusa de un hemisferio hueco 


fíele tmine la ubicación del centro tic musa de una 
■míesfern hueca de nu>:i uniforme y de radio A'. 


st-rim 


CQ iycfón: Escogemos los ejes de coordenadas con el 
nriuen en el centro de curvatura de la serniesferu, luego 
ñor simetría: ~0. y cm -0. I*ara hallar se divide 

la concluí esférica en anillos de radio r - A' senil. El área 
elemental de una tira es. 

dA - ! 2nr){ Rd 0) - 2.tA' ‘ s en tkIO 

Éste anillo está ubicado a una altura: RcnsO, por lo 

tanto, la coordenada c del centro de masa es: 




TI f Zdm -— ~—T- 
MJ o( liR~} 


f 


ZixtA 


/ 


A 


A' ' ‘: 

JO 


' * j 




i 


V 

/ y 


d\ 

y 


i - 

I 


r - R u ttO 

dA « {2.irH Rdlh - 2.nR' seníUO 




i r i,: 

--— I (RcosO)o(2xRsen6dO) 

ít( 2jiR~ )J o 


*xm 


feo 

J 0 


= R \ cosOscnGJO = R 


sen * 0 




/ 


T i J 


I) 


R 


Ro i puesta: 


x cm " 0 • y fin 


-- 


R 

J 


PFML13. Centro de masa de un hemisferio sólido 

í)etermine la ubicación del centro de masa de una 
semiesfera sólida de masa uniforme y de radio R. 


^QlUClÓn i, Escogemos los ejes de coordenadas con el 
origen en el centro de curvatura de la semiesfera, luego 
x t m “ v Cfn “ 0 . Para hallar se divide la semiesfera 
siilida en discos circulares paralelos ul plano xy. Un disco 
de espesor dz, locali zado a u na altura : de la cara plana 

tiene un radio r - y¡R* - z' . Si la masa por Unidad de 
volumen es p(kg/m ), la masa del disco será: 

dm - pcir 2 dz - pn(R 2 - z 2 klz 
La masa total del hemisferio es: 
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M 


í‘ lm ~ í, 


R 


p .tí ir Jt/: = p.t{ :R “ - —} 0 

o J 


tí 


Al = —pxR 


Luego la coordenada v del centro de masa es: 


ttn 


1 Í 

mj 


zdm 


EL fV-d 

A/ Jo 


r* I "í/c: 


P£,£V £_,s /'- T 

m " a/ 2 ” 4 íj (2 /).t/?*V3) 4 8 


tf 4 3 


PR-1.14 . Centro de masa de un cono circular sólido 

Determine t*l centro de masa de un cono circular sólido dt, 
masa uniforme, altura H y ángulo de su ápice 20. 

Demuestre que el centro de masa depende únicamente de 
su altura y no depende del ángulo de su ápice. 


S olución: Es conveniente colocar el origen de 
coordenadas en el ápice del cono, y el eje y coincidiendo 
con el eje del cono. Por simetría el centro de masa 
quedará en este eje, es decir: x cm -0, = ^■ ^ aia 

hallar \v„, dividimos el cono en discos de radio x y 

espesor dy. Si p (kg/ni ) es la masa por unidad de 
volumen del cono, entonces la masa elemental de un disco 
de volumen di 7 es: 

2 2 

drn « pdV ° p(:vc dy) = pix(ytg 0 )" dy 
y la masa total del cono es: 


dm =pmg 2 0 I y 2 dy = pjtig 2 &— 
J o " 3 


La coordenada y del centro de masa está dada por: 


Respuesta 




x cm ’ 2 rm ® » Z(- m => ■— R 

_ O 



H 


JL 



tgd-x/y 
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Psspuesia: 


Sustituyendo la expresión tic la masa M de! cono, 

encontramos: 1 


V(7H “ I 


3 


piúg^OH* 4 


jmtg^Oii' 3 

h—-—>--// 


i 


Observe que el centro de masa del cono queda a 1/4 de su 
altura medida desde su base, ¡independiente del ángulo tí ! 


i 

3„ 


x „ tí . 7. 

1 m 0 t \ V/Fl m ¡I 


i m i T* 

[ 




PR-1.15 . Para que la lata de refresco sea más estable 1 

Un alumno se plantea la siguiente situación: Si bebo algo 
de refresco, el centro de masa del sistema lata-liquido i 
descenderá y por consiguiente será más estable cuando lo 
coloque sobre la mesa. Por otra pane, si me bebo todo el 
contenido, el CM volverá a subir y la lata se hará más 
inestable. Me pregunto, ¿qué cantidad de refresco tiene 
que haber para que la lata tenga la estabilidad máxima? . 
Supongamos una lata de masa M y altura H que 
inicial mente está llena con líquido de masa m - 8M. 

a) ¿Cuál es la altura inicial del centro de masa cuando la 
lata está completamente llena? 

b) ¿Cuál será la altura del centro de masa cuando la lata i 

quede completamente vacía? I 

c) ¿A qué altura y debe estar el nivel del refresco para que 1 
el CM de todo el sistema quede a su mínima altura? 




S olució n: a) Cuando la lata esta llena, por tener el 
recipiente y el refresco masas uniformes, sus centros de 
masa coinciden y quedan en el centro geométrico, por lo 
tanto, el CM del sistema lata-refresco está a un altura H/2. 


y 

I 

I 

3 

i 

i 


b) Al extraer refresco, el centro de masa del sistema 
empieza a descender, pero finalmente cuando el recipiente 
queda vacío el CM volverá a estar a su altura original W2 , 


(a) 

Ucno 


(b) 

Scmi lleno 


<c) 

Vacío 


c) Cuando el nivel del refresco está a una altura y su masa 
es m(yfH) y el CM del líquido estará a una altura y/2. La 
altura del centro de masa del sistema es: 


f A/(///2)+m(y/tf)(y/2) 

m " M + m(ylH) 


+ my~ 

* 

2(MH + my) 


r 

CM 

J i 

i 

H 



CM i 

y— 

■{— 

X 

il± 

r * * m m # * a 

X 

w- • a* 

A 

| H 

h 1 
ir 

1 m * ^ X 
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Líi mínima posición del CM ocurre cuando dh cm idy es 
cero; 


dh rm m 


2 y 2 + 2MmH\ - mMH ‘ 


— -0 


dx 


2{ MH + my) 


Tenemos así la ecuación cuadrática; 


i i 


m v + 


h \4mHx-mSnV -0 


Resolviendo y tomando solo la raíz positiva obtenemos 


v 


m 


ÍÁfT 
V A / 


— -11 = — - I]--W 

Af 8 4 


En esle caso la correspondiente altura mínima del CM es 

- + rnv ~ A/A/ ~ + SA/(A/ /4 
Wmin)- 2 + 2(AÍ// + 8A/W/4) " 4 


MH 


H 


pR-1 .16. Movimiento del CM de dos partió ufas 

Dos partículas m¡ y m 2 se encuentran inicialmente en las 
posiciones y las velocidades siguientes; 


Partícula 

x (ni) 

y (m) 

v r (m/s) 

Stl 

II 

2 

3 

6 

m 2 - 3 kg 

-6 

9 

4* 

-2 


4 

1 


Sol ución : a) En el instante inicial el vector posición del 
centro de masa es: 




m fíj + m 2 r 2 (l)(2á + 3v) + 3(-6.r + 2y) 


m } + ni i 


0 + 3) 


m 


r fm (0) = (-4x + 2,25y) m 
y el vector velocidad del centro de masa es: 


- (C} m,v }+ m 2 v 2 (l)(6.r-4y) + 3(-2Jc + y) , 

fm m¡ + m 2 (1 + 3) 


v cm (0)-- 0,25y m/s 



Posición del CM en función 
de b altura y del liquido 



31 


¿ 
* V " 4 


I 


h cm (rnin)~-H 


a) Halle la posición y velocidad 
de! centro de masa en t = 0. 

b) Si en t = 0 se aplica sobre la 
partícula m¡ una fuerza: F¡ =4Ny 
¿Cuál será la posición y la 
velocidad del CM al cabo de un 
tiempo / = 10 segundos? 
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h) 


La aceleración del centro de masa es: 


a 


i m 


F 

1 tirtH 


F, 


4 v/V 


■-lv 

m ¡ + m 2 (l + 3)Jtg 


I i aceleración es constante, por lo tanto el vector 
¡c¡ófi del centro de masa al cabo de 10 segundos es: 

I 

I „ 2 

r< JO) + v cm (0)t + - a fm r 


cm 


= t(-4.r + 2,25y) + (-OJZ5y)( 10)+ ly)M0)'j m 


r ctn - f-4.r + 49,8 y) m 


La velocidad del CM al cabo de 10 segundos será; 


v 


cm cm 


v rm (0) + r 2 ,. m r--0¿5_v+(Iv)( 10) =9.75v m/s 


Respuesta; 

r»y r^fO) ‘i-4x + 2,25y) m 
i v,J0) - -0.75.V m/s 

ib) r. m ** (-4.Í + 49,8y) m 


vL m -9,75ym/s 


-1.17. Dos esieritas unidas por una barra. 

Dos esferitas de masas m¡ - 5 kg y m 2 - 3 kg, están 
unidas por una barra liviana, fnicialmente, el sistema está 
en reposo en la posición indicada y luego actúan dos 
fuerzas: 

F¡ - 4¿ N y F 2 - 3v N 

a) Halle la posición del centro de masa del sistema en 
función de! tiempo. 

b) Halle la cantidad de movimiento en función del tiempo. 


y(nt) 

■mi' 

4 


I 


—— 


So luci ón: a) En el instante inicial el vector posición del 
centro de masa es; 

- wi/r/+rtn>r, (5kg)(3vm) + (3kg)(4Ám) 
r a„ O») =-— --m 


m¡ + nh 


(5kg + 3kg) 


- ,3. 15 


La aceleración del sistema es: 


o 


F 


tirtii 


F,+ F 2 (4Jf + 3v)N 1. 3 A - 

vm - - — í -- -- 1 -= (- -r + - y)m/s' 

vtai m t + m 2 (5 + 3)kg 2 8 


El vector posición del CM en función del tiempo es 


-- 

m¡ 

r--— 

rt 

r ¡ i 

_ 

L _u_ _i - -1 

- — - 

1 

1 _ , _ _ —-- J 

*—1 

| 

I 

I 

I 

1 

>Sl 

L 

\v 

1 

, 

1 

i 

i 

1 

■ 

_ 1 


i 1 

, - - — - 

!. / 

i 

-* 

d 


r-i 

i 

1 

i 

i 

r 

m-> ! 


0 
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hm( 0 


cm 


i _ 

+ -“cm 1 


3 . 15 . I . 3 

(-.* +-v) + (—.Y + V) í 

2 8 ' 4 16 


b) La velocidad del CM en función del tiempo es: 

- - - ¡- 3. , 

V+ ó>’) / m/S 

*- O 

V la cantidad de movimiento del sistema: 


Pem -íw/ + 


u\ 


^^SpUOs|,f' 


3 l . 

a) .v rfrl í t )» -+ — r ni 

_ 4 

15 3 •> 

)\ m í ^ “ - C + 77 r ÍT1 

o I o 

b) Pem - (4.v + 3 v)f N.s 


PR-1.18 . Un truco para averiguar cuánto peso Mono 

Pablo v María se encuentran en los extremos de un bote 1 Sabiendo que la masa de Pablo es 
separados por unn distancia L = 6 ni. Pablo tiene j m 2 = 75 kgy la del bote es = 
curiosidad por averiguar el peso de María, y le pide que 45 kg, ¿Cómo determina Pablo ej 
intercambien sus posiciones dentro del bote. Al hacerlo, el peso de María? 
extremo del bote que estaba inicialmente en contacto con 
el muelle, se aleja de éste en una distancia d = 0,5 m. 


Solución: Consideremos al bote como representado por 
una partícula de masa m h ubicada en su centro 
geométrico. En el dibujo se ilustran las posiciones inicial 
y final de las personas y del bote respecto al muelle. 


22 


11 situación inicial, la posición del centro de masa es: 

1S ^ ^* 

//i|.T| + ^2*2 + m b x b mi *0 + /n2¿ + mf>L/2 

( I ) o* 1 “ _ 

•h m\ + n¡i + !Uf y ;//j + f «2 + nif, 

• h situación final, la posición del centro tic masa es: 
i ai * 


X cm (./ 1 


pt [(¿ + d) + nnd + + L/2) 

nt\ + tm + infr 


Suponienuu que el agua no ejerce ninguna fuerza 
horizontal sobre el bote, el centro de masa del sistema 
debe permanecer fijo después del cambio de posiciones. 
Igualando las dos expresiones: 


Wi 


• 0 + TtnL + Mh ~~ *■ m \{L + d )+ m l ( i + mi,(d+ ~r) 


Despejando, se obtiene la masa m f de María: 


ni] 


mijh-d)- m h d 

T+ d 


/n, 


(75kg)(6m - 0,5m) - 45kg(0.5m) 


6m + U,5m 


60 ks 


El peso de María sería: 


- mig - (60kg)(9,8m/s*) - 588N 


B£SMU$$lai 


Masa de María: m¡ = 60 kg 
Peso de María: P¡ « m¡g= 588 N 


PR-1 JA Desplazamiento del carrito de helados 

Un carrito de helados de largo L y masa m tiene su tapa de 
masa m/5, que está inicialmente abierta en posición 
vertical. Si de repente la tapa cae por si sola a la posición 
horizontal, ¿cuál será el desplazamiento del carrito? 

Suponga que la fuerza de fricción entre el carro y el piso 
es despreciable y que los centros de masa del carrito y de 
la tapa quedan en sus respectivos centros geométricos. 


1 


V 


CM 


CITt 


0 


.Y 


r t ;‘, 1 > - ,r 




. 


,-- 1 * 


§£lUGÍáüi En la situación inicial, la posición horizontal 
del centro de masa del sistema respecto al origen O es: 



m 

5 



m 


■r - ; T 3.1 'V Ym 
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m{ U 2) + {mi 5}L (7/10 )mL 7 
tm tn + rn/5 (6 I5)m 12 


En la situación fina!, la posición horizontal del centro de 
masa respecto al origen O es: 

m(d + Lf2) + (mf5)(d + U2) . L 

v ( f) = —-—-= a + — 

'VnO J * , c -) 

m + ni f 5 ¿ 

Corno no hay fuerzas horizontales, x cn debe permanecer 
invariable: v ( m (i )■* x cm ( f), Por lo tanto: 


7 , . I 

— L = a + — 
12 2 


d ~—L 
12 


El desplazamiento del carrito es U 12 hacia la derecha 


PR-1.20 . ¿Cuánto pesa ese pescado? 

Un pescador sobre un lago congelado, desea determinar 
cuánto pesa un pescado, pero lo único que dispone es de 
una cuerda y una cinta métrica. 


t' 



m 


Hieto 



íi 


V 


v,, 


u 


i i 

U2 


¡Jl 


■ 1 «i i 


L 


(t x 

~ -¡ 

’ t • ! * fS *‘ t *y, 



. W IZZait 


j W5 


fn 


Pospuesta, 


d = U 12, hacia la dereciúT 


E! pescador amarra la cuerda al 
pescado, con una separación 
inicial de 10 m, estando el punto 
medio de la cuerda enfrente de un 
árbol. Luego procede a tirar de la 
cuerda hasta encontrarse con el 
yji pescado lo cual ocurre a una 
V distancia d - 2 m a la derecha del 
árbol. Si su masa es m¡ = 75 kg, 

¿cuál es la masa del pescado? 




Solución: Tomemos como origen O, la ubicación del 
árbol. En la situación inicial, la coordenada del centro de 
masa del sistema es: 


X =* 
cm 


nt/Xi c? (75kg)(5rn) + m?(-5m) 


m ¡ + m 2 


75kg + m 2 


Después que el pescador jala de la cuerda, el encuentro 
ocurre a una distancia d a la derecha del árbol donde 
queda el CM del sistema. Igualando con la expresión 
anterior: 

375 -5r« 


cm 


75 + m 


- d - 2 m 


375kg-5m 2 = 150kg + 2w. 


m 2 = 32,1 kg 


Respuesta 

Masa del pescado: rn 2 • 32,1 kg 
Peso del pescado: tn 2 g = 
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pR-1.21 * ¿Podrá ct mono alcanzar las bananas? 

, Jn nl ono de masa m¡ = 20 kg se encuentra dentro de una 
j uila que está montada sobre ruedas y tiene una masa /«, 
__ ¡t y un largo L = 4 m. Inicial mente, el mono está en 
I cX ircino derecho de la jaula y observa que |usto en el 
extremo izquierdo, han colocado un racimo de bananas, 
r : | n1 ono comienza a caminar hacia ese lado para comerse 
las bananas. Suponiendo que la jaula rueda sin rozamiento 
Y sabiendo que el mono puede extender sus brazos hasta 
úna distancia máxima de un metro fuera de la jaula, 
¿podrá alcanzar las bananas? 


1 




A 

É 




Mr w 



O 





's. 

t 

' 1 

'S: 






\ 

5 J 

► , " SI 

i T 

V 1 

1 “ 


■ 1 


m 



O 


i— 


i _é~* Hk. **♦" 


Sofucjón: Si tomamos el origen de coordenadas x en la 
posición de las bananas, la ubicación inicial del centro de 
masa del sistema jaula-mono es: 


■W^ 


m ixf + m 2 x 2 {20kg)¿ + (35kg)£/2 


m¡ + m 2 


20+ 35}kc 


Después que el mono llega al otro extremo de la jaula, 
quedará a una distancia d de las bananas, y la ubicación 
del centro de masa es: 


-W/J - 


(20kg)d + (35kg)(d+L/2J 
(20 + 35)kg 


Como no actuaron fuerzas horizontales, la posición del 
centro de masa no debe cambiar, por lo tanto: 


X Cm(l) “ 11 


20 L + 3522/2 = 20 d + 35(d + U2) 


d = — L - — (4m)« 1,45 m 
! 1 11 


PR-1.22. La rana salta en la tabla sin caer al agua 

Una rana de masa m está en un extremo de una tabla recta 
de masa A/ y longitud i, que flota sobre las aguas 
tranquilas de una laguna. La rana da un salto hacia el otro : 
extremo de la tabla con una velocidad v f ,. que forma un | 
ángulo de elevación 0. Si la tabla permanece horizontal, ¡ 
i cuál dehe ser el módulo de v í( t para que la rana llegue ! 

justamente ni otro extremo sin caer al agua? 


Respuesta: 

¡ El mono no puede agarrar 
las bananas. El vagón se 
aleja del racimo en 1,45 m. 
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Solución: Tomemos ci origen de coordenadas en el 
extremo izquierdo de la tabla. Antes del sallo, el centro de 
masa del sistema tabla-rana está en la posición: 

r 

ML/2 + m(0) I. M 


cm 


M + ni 


2 M + m 


Si despreciamos ci rozamiento con el agua, la ubicación 
horizontal del CM luego del salto debe pmii.ini.ur 
invariable: 

M( a - L / 2) + /uv _ L A/ 

2 M + ni 


x 


cm 


M + /n 


Luego, la distancia horizontal x que recorre la rana es: 

M . 


M(x-L/2) + »lx~ MU2 


x 


M + m 
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pp- 1 , 23 . dno decisión equivocada 


una competencia, dos veleros A y B avanzan uno al ' 
1 jo del otro con igual velocidad, v - 4 m/s. Cuando van I 
¡ic.uuulo a la meta, la velerista A deseando ganar ventaja, i 
ccide caminar desde la popa hacia la proa a una i 
jocidad // = 2 m/s respecto al velero. La masa de la ; 
persona es m = 60 kg y la del velero es M = 300 kg. F : .l ¡ 

velero tiene una longitud L = IH m. 

Qué distancia avanzó el velero A durante el tiempo en 

que la persona estuvo caminando? 

. . .q u ¿ distancia hubiera avanzado el velero A en esc 
tiempo si ella se hubiese quedado quieta en la popa? 



Solución: Si tomamos el origen en la popa del velero, la 
msícíónTnicial del centro de masa de! sistema es: 




m(0) + ML i 2 L M 


m 


M + m 


2 M + m 


INICIAL 



FINAL 


éb 

kl 


m 


i i 


M 


CM K 


í 




d ■»vAf 

“«/ir* 


Jt 


ÍM 


D 


La velerista camina la longitud L a velocidad u durante un 
tiempo: ¿ir - Un. En ese tiempo el centro de masa del 

sistema se ha movido a velocidad constante v, recorriendo 
una distancia d í f „ ~ vAt. La distancia que se traslada el 

velero es: 

D - <l cm + 2.v,,, -L-ví-i* - L 

u 2 M + m 


v 


Ü-L(~ + 


u M + m 


M , 4 


300 


2 300 + 60 


-1) =* 33m 


n) Si la persona se hubiese quedado quieta, el velero 
hubiese avanzado una distancia mayor en ese tiempo: 


d cm - v*Aí - L( - ) ~ 18m(—-— ) =■ 36m 

u 2 m/s 


Respuesta: 


i a) D - 33 m 
i b) d cm = 36 m 
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PR-1.24 . Explosión de un proyectil en ef afro 


Un proyectil es disparado con velocidad inicial v„ = 20 
m/s a un ángulo 0 — 30 respecto a la horizontal. 



En el curso de su vuelo, 
proyectil estalla rompiéndose ¡ 
dos fragmentos, uno de I., s CUa , n 
tiene el doble de la masa q Uc £ ! 
otro. Los dos fragmentos aterré 
simultáneamente y el mas [\^ 
de masa m¡, aterriza a ,, ’ 
distancia .y, = 20 m del pumo <¡ c 

¡ lanzamiento. ¿Dónde aterrizará h 
otro fragmento? 


Solución: Si se ignora la resistencia del aire, y como las 
fuerzas de explosión son internas, la única fuerza externa ; 
que actúa sobre el proyectil es la de la gravedad. En j 
consecuencia, el centro de masa de los fragmentos 
continuará moviéndose a lo largo de la trayectoria 
parabólica original que hubiera seguido el proyectil si no 
hubiera explotado. El tiempo de vuelo del centro de masa 
está dado por: 

i 2 o 2 v í>v 2v o sen0 

-° - —r~ 


La distancia final del centro de masa es justamente el 
alcance horizontal del proyectil: 



PH-L25- Explosión do un proyectil en el ñire ll 


Un proyectil es disparado con velocidad inicial v„ = 100 A los ti segundo, del disparo, el 
in/s formando un ángulo 0 - 36.) tonlahorizonl.il. ¡proyectil explota rompiéndose en 

É 

dos fragmentos, uno de los cuales 


El fragmento mayor cae 
vertical mente y loca el sucio 4 



instante? 


Sol uci ón: En el instante q = Ks cuando ocurre i a 
explosión, la posición horizontal del fragmento mayor es: 

jj = iWl “ vocosftj = (I00m/s)(cos36,9 ,, )(8s) -640m 

i 

I 

L 

I 

Después de la explosión el centro de masa de los dos i 
fragmentos seguirá la trayectoria parabólica que habría 1 
seguido el proyectil original si no hubiese estallado. En c! | 
instante : - q + (7 ~ 12s, en que el fragmento mayor toca ¡ 
tierra, las coordenadas del CM son: | 

*ctn - vo t r - vq/cos 0 » ( 1 00ni/s)( 12s)eos36,9°- 960m 


y\'m 


I ^ 1 

v Qy* ~ ~gt~ - VQtsenO - - gr- 


>'cm =* (I00m/s)( l2s)(0 t 6)-^(9,8m/s*){12s)“ - 14,4m 

A partir de las expresiones que definen la posición del i 

LM. encontramos las coordenadas respectivas del i 
fragmento menor: 


ni \ .v 1 + nn\'2 

-V/H " -— = - 

ni | +»n 


960m 


2m(640) + /rH2 

3 tn 


xi - 3(960m) - 2(640ra) -16()0m 


m \ VJ + nt2\’2 
sern ™ — ' ■ ■ ■ 

ni] + r;n 


I4,4m 


2m(0) + m\'2 


3 m 

>*2 * 3(14,4m) -43,2m 


Respuesta: 


r 


X2 - 1600 m 
| >2 - 43J2m 
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Ffl-1.25 . Cif tío tío j pe Si s í uspe ^tífdas tíc una pote* 

Dov pc-viA de nuyí ilíMpiidlc-. m t > *fj > Jt? r- í ' ÍJl1 
^Uí-píntEi^as de «inn. púlea de rru*a (l¿spt«iiH<. S‘ la " 



pc-ih '¡f 4 lKLlJn dente la rnnm-a aHura 

sil t r ,Hn qu¿ rfiifctídn se mmersi el ccnrfio de f 114 ^ 

hi ¿Cuál >cfá b jivckra^iAq di I «niro de rrn^ ' 


Sotugtfcr . Cuai.l- ■ -r vkIi.ui U ** ta 

rm.J míj mayor m moverá hKu ahajn mientra que td de 
ireua menor m, ^ moscf-1 h.u >1 Jífit’J Pór l* J J rtC<1 cl 
centro de mjM ique wtnpte cmaiá tíburaiki ma* «re* de 
m, 1 -o molerá hacia abajo 



b) Como te* pr*ii edil» cofleaadav p* una cuerda, mis 1 
jieek raciones. serán tic iflujf módulo* rí pero taratráfi 
Molidos ciwlnifit^ l*a aceleración de! «rtio de nuio del 
isivtcma Je Ij* di*- pesa* e* 


m¡U, * ^-at- m.ii ^ ^ « 1 j ~" F ; ^ 

1 ™ .. . _ íjb a Mfl . A * 7 ll - 


írtj - fu* 


fllp t ms 


ffl ¡ * Pt 2 


Para hallar te ¿.'iteraron común a r np¡j. ano- b wfiifflds 
ley dtf Nffttlnrt a caite uní de hb dm pf\a*, k liento*: 


E'jü M, 


Pesa Mi: 



T - m¡ f « ni|ü 


«,(? - T * m : u 





Sumando esta*, do* ecuaciones « elimina la tensión 7 y se 
obtiene 

) 7 lv| - FHjl¡ - + m»ff 


Li aceleración de lis jxijas es 



pffcLM- i irt»onta OdC lF¡Jn un pi; tíaÚ 3 T 


[l, N bJoqUCvifc Fiu-Jt fof-ecnu N, E I l. 1 , m, 
^.,, ectáfi ei me t rji i. n medunrr un rr -* .o o idcaJ 1 


*7 

^ 1 


ittj 

■nmm^ 

m¡ 

»r h - 

— ■ d— — 

-H 


' 1 m M.^ut's -e encuentran 

Jfi Mal lítenle eJi repipi uJij-l' Lir'j 

’kNperfttie hiuiótrtnf sin Insvidn, 
*tfp;traLliis fHH 140,1 4 |pu^|gt ti a 

0 j m íii al Noque «le tntwa m¡ -»t 
le ila una tclodiJaiJ uncial ly = 
4J m/i kici t L dcredu. , «u.il 
-en li pivei-m del cenlm |( 
ri-.i>j en 1 1- .. 11 ■. 11 :|h - 1 


$0fU€ÍÓn,; Fd itKrtimítfntn ik cada Moque indis , ■ 

ddiTininjdjh (HIT b fuCffJ eCiuiid Jel regirte 
liwcbrnitfnrc. -1 molid 4 «¡uc ct bf -,; m> .-¡c t . ¡ 1 

|j ilerccha, el recorte se sa cumprirmcn-Li too ofí^na 

lipa íucrvj «!iir, r e ín. J « hl< q jes que liJ.'-i.' .: ffCiUU á r 
y .i acelerar .1 m l Licpi' el reírte u: va espanJierwJií. 
keodc .1 jaí.tr m¡ y a frenar a nt- 


ri prncewí tle comfimrdfl > evpan^nn del te«’r.e se 
repite a Item.idamente > el musmnicniu de h-s Moques 
indi k. ido jJc> ocurre de una manera íúqplifiijj. yi que 
oscilan arttn-níc 4 ii^CFttc * nutlkti que sjr as adrando 
hacia la derecha- hir cl crniuaftii el ouwtjmkeruó det 
ccnliu tic masa -Je ii-Ja <r »Mrrj es nuj> simple Ij 
ctwdeitadu inte,al del ccntrn ik - maca es 



v f 


Y* 


in,. 


p 

tt¡ : 


n 


X 


Lj schvidaid inicial del centro Je mu n 


n Hr.ií ►m.i-í 

*'i nt m — L - 1 « 

inj +«j 


I fÍJZK 4 ^lttSt*t-lr.{Ü> 
lk( t2kf 


-1 íms 


Corito el lisicmi «ti litbifa, b úntea fuerza que puede 

JltndiliCaf cl movímietlfaí sk eadj Hí-ejuc ce b r'ufiva 
cl-isstei slict resorte, que re una fyír?a jnicma. Por lo üniu 
ti eentm «Je ma-j mi se ocdeiu j mi velocidad mantiene el 
vainr cufusEantL'. vj 1 | .j fv-sjcnSn ten mrirmi deí centro de 
masa en Micción del (Kn^u-tcTi vcpundosa «li dada p<u Li 
ClfiHiúlT 


fÍtí*piIC 3 ÍB, 


+ iv_r - y 1.5: i m 


+ nii's 1 


Crfjp r - Stttam** dmPétVcu.'aa - ep.Ftgu»» 
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PR-1.27. Colisión de bloques contra una pared 


Dos bloques de masas respectivas m¡ y m 2 , están El bloque de masa m 2 chvKa t() 

conectados por un resorte ideal de constante clástica A. una pared vertical y se detiene * 

Los bloques se mueven con igual velocidad v„ hacia la j Determine: 

derecha, sobre una superficie horizontal sin rozamiento, ja) La velocidad del CM j , 

sistema después de la colisión 
b) La aceleración del CM 
sistema en el instante en q Uc ^ 

resorte se ha comprimido en ut 
longitud Av, na 


V 


0 


k 



mrn^ 



k 


i 




Solución’ a) Inmediatamente, después que el bloque m 2 
se detiene, el bloque m¡ continúa moviéndose a la 
velocidad v ü . La velocidad del centro de masa en ese 
instante es: 


k 


m¡v¡ +wi->Vi nifV (l + tu 2 '0 


cm 


( 


m 


fll l + tffl 


ni¡ + r »2 


}n¡ +m 2 


kn 



■mm 



b) El resorte ejerce una fuerza elástica de módulo - 
f m sobre el bloque »/> v como este no está 

acelerado, la pared ejerce una fuerza de igual módulo y de 
sentido opuesto. Por lo tanto, la fuerza neta externa que se 
ejerce sobre el sistema tiene un módulo F = AA.V y está 
dirigida hacia la izquierda. La aceleración del centro de 
masa del sistema en ese instante será: 


|<— L-Ax ^>] 






Respuesta; 


r~-- 

I 

i ¿0 i» 


( 


m 


f 


ü 


ext 


kAx 


rm 


m f + m 2 


m¡ + m 2 


h.x) 


b) o. 


rtt ¡ + tn 2 
AA.v 


k 


o 


m 


m ¡ + ni i 


hxj 


PR-1. 28. ¿Cuál es la compresión máxima del resorte? 


Un bloque de masa m¡ = 1 kg se desliza a velocidad ey; = 

8 m/s, sobre una mesa horizontal sin rozamiento 
dirige hacia otro bloque en reposo de masa m 2 - 3 kg. 

V 01 


_ ^ En su parte delantera el bloqu 1 

. , , . . - . • # mi tiene fijo un resorte ideal 1 

8 m/s, sobre una mesa horizontal sin rozamiento y se J ,, , 

; constante * = 300 N/m, de lorira 

tal que resulte comprimido cuan 

bloque en 
será * a 


C 



[KTRRRTü^ 





X Jp-w ■*¥ 4^*^ k# 


- 


Or í Om .. i 


r ‘Xijr ' i 




lo golpee el 
movimiento, ¿Cuál 
máxima compresión del resorte 
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Solución: Al final de la colisión el resorte se comprimirá 
i máximo- y los dos bloques alcanzan una velocidad 
aiinún. que es la del centro de masa: 


V/ - y2 " V cm ■ 


mp'tH + ’ n : v <>2 

m¡ + ni 2 


(lkg)(8m/s) + (3kg)*0 
x , = —--- 2 m/s 


cm 


Ikg + 3kg 


En esta colisión la energía mecánica total se conserva: 

A ; + U¡ = A 2 +1/1 


l 2 I 2 I , 2 

— trtf \'q¡ "S // 23 "T í ni] + ni 2 k cm ^ kx^. 




T- 




Despejando x m y sustituyendo la expresión para la 
velocidad del centro de masa, obtenemos la distancia 
máxima que se comprime eí resorte: 


- (m 


m 



i+n>2 > V L .. I 

t 0, V 


nij 

T 


u- 


m 


m¡ + ni 2 


m 


.GÜ 

V 300 r 


(Ike) 

.r„. -f8m/s)J : - . (1- 


lkg 


300N/m lkg+3kg 


) =0,4m 


PR-1.29. En el marco del CM el momento lineal es nulo 

Dos partículas de masas m¡ y ni 2 se mueven con 
velocidades v¡ y v 2 con respecto a un observador 
estacionario en el marco de referencia del laboratorio. 

a) Halle la velocidad de cada partícula con relación a 
centro de masa. 

b) Demuestre que. con relación al CM, las dos partículas 
tienen cantidades de movimiento iguales y opuestas, y por 
lo tanto, la cantidad de movimiento total es nula. 


SolUGló/ll La velocidad del centro de masa con respecto 
al marco de referencia del laboratorio es: 


cm 


/II/V; +ffliV2 

m ¡ + m 2 
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Para hallar la velocidad de cada partícula con al 

centro de masa, aplicamos la transformar,ún galdcana 
velocidades. Paro la partícula m ,, tenemos. 


- cm 

v / 


- cm 

v t 


V/ - 1' 




ir.’r 


v , - 


m ,\'i + W2 V ? 


m¡ + 1»2 
im 


V' 


i ! 


i 

/ 


(V, -V;>~( 


. ... ni¡ + nij 

m¡ + ni; 1 

Análogamente para la partícula m 2 ■ 

m,Vj+w¿i 




I 

7 

o- 


CM 



v 


m 


m 


-|7 tf 
Vi 


V? “ V( 


m 


=a V' -J — 


m } + my 


- nn 
V ■> 


Ilt i 


m¡ + ni 2 


(v 2 - 


m 


m ¡ + ni 2 


P '¡2 


v > - v y es 


Donde v /2 
m¡ con respecto a rn 2 


la velocidad relativa de la partícula 
,. Es decir, en el marco de referencia 


del centro de masa, las dos partículas se mueven en 
sentidos opuestos con velocidades inversamente 

proporcionales a sus masas. 

b) La cantidad de movimiento de cada panícula es. 

-cm i ni i ni 2 j- 
- fm — m¡y¡ -t- > v ¡2 


Pi 


m i + ni 2 


—t-m -cm ( ni ¡ni 2 _ -peni 

pi - m 7 V 2 -*í- 12 “ Pf 

- * m¡ + tn 2 

Queda demostrado que, en el marco de referencia del 
centro de masa, las dos partículas tienen cantidades de 
movimiento iguales pero opuestos. En este marco de j 
referencia la cantidad de movimiento total será nula. 

-cm ~crrt -cm n 

Platal ~Pi + P2 ~ 0 



V 12 = V¡-\’ 


Respuesta ■ 


a) v 


cm 


( 


m 


— cm / 

Vi “ -( 


m¡ + ni 2 

m i 


)v 


12 


12 


m¡ +n¡2 
Donde v¡ 2 = v¡ ~ 

b) Pi =-Pl y Platal 1 


PR-1.30 . La energía en distintos marcos de referencia 

Un protón de masa rn lleva una velocidad u y se dirige 
hacia el núcleo de un deuterón (masa 2m ) que está en 
reposo. Determine la energía cinética del sistema: 

(a) En el marco de referencia del laboratorio (LAB) 

(b) En el marco de referencia del centro de masa (CM) 

(c) ¿Cómo se comparan estas dos energías? 
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Solución: (a) En el marco de referencia de laboratorio 
j a cl1 ergfa cinética total del sistema es: 


/ 


/ 


*~ m 2 v 2 --""P 


y !_ 

2 


i 


La velocidad del centro tic masa es: 


v 


cm 


m¡v¡ + m 2 v 2 mu + 2m ■ 0 i 


rn ¡ + m 2 


m + 2rn 


— u 

3 


y la energía cinética del centro de masa del sistema es 

/ 2 / U 2 i 2 

-(m¡ + m 2 )v cm = ~(3m)(-) = -mu 

i, m 3 ó 


m¡ 


Marco del LAB 


V 

1 4 tn 


n 


.**x* 



m 


T 

(2) En el marco de referencia del centro de masa, el CM 
está fijo y las partículas se acercan a este punto con las 
siguientes velocidades respectivas: © 

. m i 


v 


cm 


V¡ “V 


Cm 


/ 2 

u — u = —u 

3 3 


Marco del CM 


~,rt 

l / 



cm 


i 


i 


' 2 ^ ^" , n 

3 3 


La energía cinética total del sistema de las dos panículas 
en el marco CM es: 


l cm . 2 i 


A r ’ / cm , cm a 

CM P Vl * + ~^ m 2< v 2 ) “ 


i' í ,2 í « . / J / 2 

™cm ~~ni(--u) + — 2m(~—u) *=—mu 

* J j 3 

C) Se verifica así que, en el marco de referencia del 
laboratorio (LAB), la energía cinética total del sistema es 
la suma de la energía cinética del centro de masa (CM) 
mis la energía cinética de las partículas respecto al CM. 


K 


la 11 “ 


/ 

7 m to¡at v cm + ^CSt 


t 


t 


—■ mu 

7 


i 


= —mu 
6 


2 


T 

+ - mu 2 

uJ 
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PR-1.31 •_Una coUsión clástica en 2D vista desde cf CM 

Demuestre que en una colisión elástica, en el marco de 
referencia del centro de masa, la magnitud de la cantidad 
de movimiento lineal de cada partícula no cambia. 


So luc i ón: Hemos demostrado que en el marco de 
referencia del centro de masa la cantidad de movimiento 
total es cero, de modo que ambas partículas tienen 
cantidades de movimiento iguales y opuestos, tanto antes 
como después del choque: 

i p¡ i M P:, l* pt I Pif w P: / ^ Pf 

La energía cinética total, antes y después de la colisión es 
la suma: 


I 2 I 2 Pu 


/ 


sk P ( 1 I — i 

2m 2 2 m¡ m 2 



.. / 2 l Pif . Plf Pf f 1 . L ) 

f 2 J 2 2m¡ 2m-> 2 m¡ m 2 


Choque elástico en el marco de 
referencia del centro de masa 


Como la colisión es elástica, la energía cinética total del 
sistema permanece constante. Igualando las dos 
expresiones anteriores: 

Kj-K¡ => Pf ™ p¡ 

Hemos demostrado que, en una colisión elástica, cuando 
es analizada desde el marco de referencia del centro de 
masa, la magnitud de la cantidad de movimiento de cada 
partícula no cambia. 


flespi/e sfa; 


Pf-P¡ 


PR-1.32. Colisión elástica en ID vista desde ef CM 

Una partícula de masa m¡ = 2 kg moviéndose a velocidad 
V/ = 15 m/s choca elásticamente con otra partícula de 
masa m 2 = 1 kg que se mueve en la misma dirección con 
una velocidad v 2 - 9 m/s. Determine las velocidades de 
las dos partículas después del choque, analizando la 
colisión en el marco de referencia del centro de masa. 
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Solución: lin el marco de referencia del laboratorio la 
toe idad del centro de masa del sistema es: 

Ir- i 


V 


i nt 


MiVr¡ + rn 2 v 2 t (2kg)I5m/s + (IkgWm/s , 

— LM -------13m/s 

m, + m 2 2kg + lkg 


Aplicando la transformación galileana. hallamos las 
velocidades iniciales de las partículas en el marco de 
referencia del centro de masa: 


crfí ,r _ i- 

t*. - = Ví; > 


It 


I i cm 


I 5 m/s -13 m/s = +2 m/s 


Marro dn referencia del LAD 




cm 


v 2 ¡ - v cm = 9m/s -13m/s = -4m/s 


Secón el problema anterior, en un choque perfectamente 
elástico cada partícula sale con una cantidad de 
movimiento igual y opuesta a la que tenía antes del 
choque. Puesto que la velocidad es igual a la cantidad de 
movimiento dividida por la masa, implica también que 
cada partícula sale con una velocidad de igual módulo 
pero con sentido invertido. j 



-v™ = -2 m/s 


fifi ern t , 

Vjy ■ H' 2 j- - +4m/s 


Marco de referencia del CM 
Antes 

O 

rn-> 



En el marco de referencia original del laboratorio, se 
calculan las velocidades de las partículas, simplemente i 
sumando v fffl : j 

Vjf = v) n j + v fm « -2 m/s +13 m/s = +11 m/s 
v 2f “ v 2j + v tm ■ 4m/s+13m/s = +17 m/s 


Después 



Respuesta; 


Vemos que el análisis de un choque unidimensional 
perfectamente elástico resulta muy sencillo si usamos 


primero el marco de referencia del centro de masa, en el 
cual cada cuerpo simplemente invierte su sentido y sale 
con la misma velocidad que tenía antes. Luego 
regresamos al marco de referencia original. 

4? 


I 


t 




Marco del centro de masa: 

v'jf 1 - -2m/s, v 2 ™ = +4m/s 

Marco del Laboratorio: 
v¡j =+11 m/s,v 2 y = + 17 m/s 


PR-1 .33. Colisión Inelástica ID vista desde el CM 

Una partícula de masa m¡ moviéndose con velocidad v¡ 

í-hoca contra otra partícula de masa m 2 que se encuentra 

en reposo. L1 choque es frontal y perfectamente inelástico. 

Describa la colisión en el marco de referencia del centro 
de masa. 
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Solución: La velocidad del centro de masa en el marco 
de referencia del laboratorio es: 


v 


cm 


f»fVf 

m } + m 2 


ni ¡ + Mi 


En el mareo de referencia del centro de masa, la \clocidad 
inicial de la partícula ni¡ es: 

vu 

/-<-* 


( 171 


I 


, jv 

1 * n¡¡ + m 2 


)v 


i 


n¡ j + ni 2 


Mientras que la velocidad inicial de la partícula m, es: 


m 


cm 

Vi 


°0-v cm --Í 


m¡ + nii 

La cantidad de movimiento total del sistema es. 


- í m 


-cm 


Pi.ual -P¡ + Pl- n, ! v l 

rn.Vi -rn;Vi ^ 

- P, + Pe “ '”/f —*— 1 + m -’ ( J ‘ 


m i + w11 


ííí y + ff /2 


Después de la colisión las dos partículas quedar unidas. 
La panícula resultante de masa (m¡ + m 2 ) queda en 
reposo respecto al centro de masa y por lo tanto sin 
cantidad de movimiento. 

En los choques perfectamente inelásticos, la partícula 
resultante queda sin energía cinética en el marco del 
centro de masa y toda la energía cinética inicial se 
transforma en energía interna. A diferencia de lo que 
sucede en el marco de referencia del laboratorio, donde 
las partículas salen juntas después del choque a la 
velocidad del centro de masa, reteniendo parte de su 
energía cinética inicial. 


Choque inelástico 
Marco do referencia del LAB 


o 


Antes 
>- 



PR-1.34 . La conservación de la energía: un Invariante 

Dos bloques m¡ - 4 kg y m 2 = 1 kg se aproximan sobre 
una superficie sin fricción, con velocidades v¡ - + 3 m/s y 
v 2 - - 2 m/s. El choque es perfectamente elástico. Calcule 
la energía cinética inicial y final del sistema: 

a) En el marco de referencia del laboratorio. 

b) En e! marco de referencia del centro de masa. 

c) Verifique que, aunque la energía cinética total es 
diferente en los dos marcos de referencia, se cumple en 
ambos el principio de conservación de la energía. 


m 


! 


V 


l 


m 


etn 


Después 


o 

,n ¡+tn 


Choque inelástico 
Marco de referencia del CM 


Antes 



m 




JL 


Después 

(Reposo) 

O 

m ¡ + m 2 
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cpludónj (a) M> velocidad del centro de masa es: 

... + m ,\ r i í4kg)(3m/s) + (Ikg)(-2m/sj , 
i/ .. í. ,,----+ 2 m/s 

4kg + Ikg 


m¡ t / 

1 < m ni ¡ + r, i i 


I nuirC Q de referencia del centro de masa, las 
rlncidadcs iniciales de los bloques son: 

\L I'- 


l’jy H = l ’| - V cm 


3m/s-2m/s - + Im/s 


,,cm = v -t _ v cm m - 2 m/s- 2 m/s » -4m/s 

Fn el marco de referencia del CM, después del choque 
perfectamente elástico, las velocidades se invienen: 

v i7 =- v \r - -1 m/s 


Choque elástico 
Marco de referencia del CM 


r ni 


CM 



-<-/« 

v /y 



■ i in 
2i 



-au 

V 2f 



\><L n ¡ - -v^f = +4 m/s 

Volviendo al marco de referencia original del LAB. se 
calculan las velocidades de las partículas simplemente 
sumando v cm : 


V = v i / 


vi™ +1 


ern 


1 m/s + 2m/s = + J m/s 


Choque elástico 
Marco de referencia del LAB 


a) Las energías cinéticas totales, antes y después del 
choque, en el marco de referencia del LAB son: 


,íab 


1 


i I 


LAR 1 


= ~m f v, + —niiV i 

y 1 * i * - 


i 


(4kg)(3m/s)‘ ■*■—(lkgH2m/s)“ =20J 


V 


CM 


r 





1 

1 

^ — - 


V ’2 / = Vy + v rm = +4^5+ 2 m/s = +6m/S 


m¡ 

í 

1 

L .1 - . 

tu 1 

ái 




J y‘ . 

■* ,*fS v- Ll 







. LAR 1 


/ - —(4kg)(lm/s)‘ + — tlk 2 )( 6 m/s)" =» 20J 


b) Las energías cinéticas totales, antes y 
choque, en el marco de referencia del CM son: 


después dd 


1 


-(4kg)(lm/sr + “(lkg)(-4m/s) : 


10J 


¿•CAÍ l i i ■> 

h I "~(4kg)('lm/s}“ +-(lkg)(-f4m/sr - 10J 
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c) Se verifica que, aunque la energía cinética total es 
diferente en los dos marcos de referencia, ve garantí7a el 
principio de conservación de la energía en cada uno de 
éstos. La diferencia en energía cinética es justamente, la 
energía cinética del centro de masa: 


k ub_ k cm = L¡ m¡ + = -7< 4 + Dkgf2m/s) 


10J 




, ., L\B , • L\n 

a) A ¡ = A, 


20J 


| h) K C f M = A, rW - I0J 


/ 


;c) AA »-fw/ + ^ 2 Km = HíJ 


P R-1.35 . Al soltar el bloque, la cuña se desplaza 

Un pequeño bloque de masa m = I kg se coloca sobre la 
parte superior de una cuña de masa A7 = -1 kg, de altura // 
— I ni v loneitud de base A — 5 m. La cuna descansa 
sobre una superficie horizontal lisa. Si el bloque se suelta 
desde el reposo, ¿qué distancia d se moverá la cuña 
cuando el bloque alcanza la parte inferior. 


Solu c ión: Para la cuña de forma triangular, la 
coordenada x de su centro de masa está ubicada a una 
distancia 2L!3 desde el vértice. Inicialmente, la 
coordenada del centro de masa del sistema es. ¡ 

nrL+ M-2L/3 ' 

x (inicial) = -— 

* * m + M 

Al descender el bloque, la cuña se desplaza una distancia 
d hacia la derecha. La nueva expresión para el centro de j 




masa del sistema es: 



m ~ d + A/f d + 2L13) 

D “ 

m + Af 


Como no actúan fuerzas horizontales externas. Ja 
coordenada x del centro de masa del sistema cuña-bloque 
no debe moverse: 


v 

p 






,r t . m (final) = x cm (inicial) 


2 2 r 
mL+ Af(-jZJ = nid + M( d + — L) 




Despejando, encontramos el desplazamiento d de la cuña: 




m + A/' lkg + 4kg 




m 

+ A/ 


;A-lm 
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pP-1,36. 


No da ¡o mismo saltar una que las dos a la vez 


^ a | L ,ninas de igual inasa, ni = 50 kg. están sobre una 
t il llorína cu reposo de masa M = 500 kg. que puede 
' 'i.,r v. :ii fricción sobre una vía horizontal recta. 

fL)í,]il* 



Las alumnas empiezan a correr a 
hacía la derecha con una 
velocidad v r ~ S in/s (respecto a 

la plataforma) y sallan al llegar a¡ 
extremo. Calcular la velocidad 
final de la plataforma en los dos 
casos siguientes: 

c 

¡n Las dos alumnas sallan a la vez. 
b) Primero salta una y después 
salía la otra. 


Solución: Si va es la velocidad final de la plataforma en 
el marco de referencia del suelo, la velocidad de salto de 
una alumno con respecto al suelo es igual a su velocidad 
respecto a la plataforma mas la velocidad de la plataforma 

(V| = >V + v 2 )■ 

a) Cuando las dos alumnas saltan a la vez, al no haber 
fuerzas de rozamiento, justo después del salto, la 
velocidad del centro de masa del sistema se mantiene 
constante e igual al valor inicial nulo 

■fc* 


(2m)i’| + A/t-» (2m)(i> + + A/vi 

v C m =-- --- n 


2 ni + M 


2 ttt + AI 


2mv r + (2/n + M)\’2 ™ d 


i i 


:/// 


2 m + M 




zxouKg +: 


(8m/s) = -133m/s 


Ll signo menos indica que la velocidad vt de la : 
plataforma es hacia la izquierda (en sentido contrario al 
salín de las alumnas). 


Supongamos que una alumna salta primero y 
calculemos la velocidad v '2 con que queda la plataforma j 
justo después del salto. De nuevo la velocidad del CM 1 
sigue con su valor inicial nulo: j 

1 

mi | + (A/ + wi)»"» /«(»> +r?) +(Af + m)v ’2 „ 

<m “-- = — ■ - --= () 

2m + A / 2//i + M 
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I 


ni 


V'y = - 


2m + 


M 


Vr = “ 


50kg 


2x50kg + 500kg 


(8m/s)= -0.666m/s 


i 


i 


Para el segundo salto, el sistema plataforma-segunda 
alumna tiene una velocidad de centro de masa no nulo, la 
cual se mantiene. Por lo tanto: 


v an 


II H M *1 

mv\ + Afvi müy + v 2) + * 


m + A/ 


m + A / 


-0.666m/s 


i 


Despejando, encontramos la velocidad final de retroceso 
de la plataforma después de los dos saltos. 


n 


-wv f -f m+ A/)(0.666m/s) 
m + A 1 


„ -(50ke)(8m/s}-(550kg)(0,666m/s) ^_ ] 393 nl/s 

l * 2 " 50 kg + 500kg 


PR-1.37 . Jugando sobre un vagón 


Bssnuesjg. 

a) \’2 - -1,33 m IT' 

b) v 2 m -1.39 m/s 



En la figura se muestra dos niños Ay B, de igual masa m 
= 323 kc que están sentados en los extremos de un vagón 
en reposo de longitud L = 6 m y masa M = 15 kg, el cual 
puede rodar sin fricción sobre una vía horizontal recta. 



El niño A da un empujón a un 
carrito de masa m ’= 1,5 kg, que 
rueda sin fricción hacia B con 
velocidad v r = 6 m/s en relación 
al vagón. Determine: 

! a) La velocidad del vagón 
respecto a la observadora C que 
; está en el suelo. 

b) La velocidad del vagón después 
que la niña atrapa el carrito. 

c) La distancia que se fu 
desplazado el vagón. 


Solución: a) La velocidad del carrito con relación al ! 


sudo es igual a su velocidad relativa al vagón mas la 
velocidad del vagón respecto al suelo, (v r + v v ). El 

momento lineal total del sistema conserva su valor inicial 
nulo: 



Px = 0 ■ (2 m + Aí)v v + m'(v r + v v ) 


La velocidad del vagón es: 

42 
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trí IV_ (13kg)(6m/x) 

vr m ~2m TÁ/+" 2(323kg) + )5kg + 1,5kg " ~ 0,1 lm/s 

.q Cuando el carrito es atrapado por la niña II. la cantidad 
. movimiento total del sistema sigue siendo nula: 



0- (2rn + Af + m)v v 



c ) Como el carrito viaja con velocidad v r con respecto al 
vagón, el tiempo de viaje es: 



L 6m 

— = -- I .O s 

v r 6 m/s 


! 

i 

i 


Durante ese tiempo, el vagón se ha desplazado hacia la 1 
izquierda una distancia; 

&x v » v v A t = (-0,1 tm/s)(1,0s) = -0,1 lm 


Respuesta; 

a) v v » -0,11 ra ; s 

b) v v - 0 

c) Ajt v » —0,1 lm 


Cap.l: Sistemas de Partículas - © D. Figueroa 


43 










































































P E-1.0 1 . El centro de masa de un objeto .... 

a) Es un punto equidistante de todas sus partículas. 

b) Siempre queda en un punto medio del objeto. 

c) Está en su partícula mas masiva. 

dt Siempre queda dentro del cuerpo del objeto. 

c) Puede ser determinado dividiendo el objeto en varias 

partes, y. tratando cada parte como una partícula ubicada 

en su propio centro de masa. 


PE-1.02. Es Incorrecto decir que. 



a) El momento lineal total de un sistema es igual al 
producto de la masa total por la velocidad del CM. 
h) Las fuerzas internas no afectan el movimiento del CM. 

c) Si la fuerza externa neta sobre un sistema de partículas 
es nula, el centro de masa no puede moverse. 

d) El CM de un sistema aislado tiene velocidad constante, j 
c) En un inarco de referencia del CM. el momento lineal i 
total de un sistema de partículas es nulo. 


PE-1.03 . ¿Dónde queda el CM de la escuadra? 

Considere una escuadra metálica de carpintero con masa 
uniforme, como se muestra en la figura. Sin realizar 
ningún cálculo, determine en cuál de los pumos indicados 
quedará mas probablemente ubicado su centro de masa: 

a) A b) B c)C d)D e) E 



PE-1.04. Dejando caer un ladrillo sobre carrito móvil 



Un carrito de masa M se traslada por una superficie 
horizontal sin fricción con una velocidad Vy. Se deja caer 
un ladrillo de igual masa, A/, cuál será la velocidad 

horizontal del centro de masa del sistema inmediatamente 
después del choque? 

a) cero b) v 0 /4 c) v 0 /3 d)2v 0 /3 e) v 0 /2 
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pEE-1.05* ¿ Qué sucede si se rompe la banda tío goma ? 

tjn sistema constituido por tíos bloques de masas m, y tn : 
mvnmente están unidos mediante una banda de 

respeto * ,,,% * 

onKL sobre un plano horizontal sin fricción. Si se aplica 

fuerza horizontal F sobre mi, todo el sistema 

comienza a moverse hasta que, de repente se rompe la 
banda de goma. ¿Cuál será la aceleración del centro de 

masas del sistema? 


a) 


m, 


b) 


c) 


F 


m 


m¡ + nh 


di 


rn¡ - n¡i 


UarvJ.i 


Jd goma 


m í 

! * 

m. 

♦ 



PE- 1 . 06 . Las moscas en el frasco no se dejan pesar 

Para determinar el peso de unas moscas, primero se pesa 
el frasco vacío y después se introducen las moscas dentro 
del frasco, se cierra herméticamente con la tapa y se pesa 
nuevamente. ¿ En cuál de los siguientes casos será mayor 
la lectura de la balanza? 


a) Si las moscas están quietas en el fondo 

b) Si las moscas están volando. 

c) La lectura será igual en ambos casos. 


del frasco. 


PE-1.07 . ¿Dónde cayó el otro pedazo del proyectil? 

Un proyectil es lanzado al aire a cierta velocidad, Cuando 
el proyectil va por la parte superior de su trayectoria 
parabólica (a una distancia horizontal del cañón x = d), 
estalla en dos fragmentos de igual masa. Uno de los 
fragmentos se devuelve por la trayectoria original y cae 
en el sitio del cañón. ¿Dónde caerá el otro fragmento? 

a).r = 0, b) x = d/2 t c )x = il, d).t = 2t/ ( e).t = 4d 


EE-1.08 . ¿Donde queda el CM de esta doble barra ? 

Dos barras uniformes idénticas de longitud L están 
moldadas por un extremo y forman un ángulo de 60°. ¿A 
qué distancia por debajo del punto de suspensión P está el 
centro de masa? 


i 

I A 1 ' Ti 


a) — L, 
4 


b)i 2 L ‘ 


C) -L, 
4 


Ú) T3 1 ' 


J~3 

e) —L 
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PE-1.09 . Decisión de vida o muerte 

Después de un accidente ferroviario, un caballo queda en 
Cl medio de un vagón sobre rieles a la onlla de 
barranco, como se ilustra en la figura. 


¿En cuál caso existe menor f 

de que cl vagón se prcciri^' 
vacío? í] 

a) Si cl caballo da un paso h t ■ 

barranco. lLla el 

b) Si el caballo da un pí w 
dirección opuesta al barranco* er ‘ 

c) Es igual en ambos casos. 


PE- 1 . 11 . El CM del atleta durante un salto alto 

Un atleta de salto alto afirma que su salto es exitoso 
gracias a que, mientras su cuerpo está pasando por encima 
de la barra sin tocarla, su centro de masa siempre 
permanece por debajo de la misma. Esto sería. 

a) Imposible porque violaría la conservación de la 
energía. 

b) Imposible porque violaría !a conservación del 
momento lineal. 

c) Imposible porque violaría la Segunda ley de Newton. 

d) Posible y no violaría ninguna ley de la física. 


1E-1.10 . ¿Hada dónde se mueve el recipiente ? 

¡abemos que si a un recipiente que contiene aire 

omprimido se le hace un agujero, a medida ' 
scapa hacia la derecha cl recipiente se moverá hacia I 
rquierda (figura a). Este es el principio de propulsión a 
horro mediante el cual operan los cohetes en el espacio 
nlerplanctario. Considere ahora el caso ilustrado en la 
¡gura h, donde al mismo recipiente se le extrae todo el 
¡re y a continuación se le hace un agujero. Podemos 
segurar que a medida que el aire entra por cl agujero, el 

ecipiente.... 

a) se moverá hacia la derecha 

b) se moverá hacia la izquierda 

c) no se moverá 
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pp-1.1Z ¿Dónde quedará la barra después de caer? 

■dientas de masa ni y 3m están en los ck( remos de 
D ° S barra de longitud L y de masa despreciable, El 
1111,1 , iin csU í colocado vcrticalmcnie con la masa 3m en la 
SlML nnerior V la masa m sobre un plano horizontal sin 
rriún l Cuando se suelta el sistema, cual sera cl 
desplazamiento de la masa m en cl momento en que la 
niasa 3w choca contra cl plano? 


a) Av — f» 


b) Ax = U2, 


cl Av = A/4 


d) Ar= 3/74, e) Ar = 2L/3> 


I 



I. 


Jni 


U—Ar 


LQ_ Oz 


í/ri 

-0. 


P 


pE-1.13- El P ez 9 rande se traga at P?ó veño 

» p~«¡» *—m •"——" 1 

m ... «*»* *“ ; EL£ ,i I.V» i 

de masa M = 4_S kg que nada hacia la izquierda a una 

velocidad»= I m/s. j a ) 0.5 m/s 

'b) 0.7 m/s 

v _ •, __ , , c) l m/s 

d ) IA m/s 
e) 2 m/s 




1 

PE-I .14. Trabajo para recoger la mitad de la cadena 

Una cadena uniforme de masa M y longitud L cuelga í 

inicialmente por un gancho desde el techo (tig. a), j 

¡ 

Determine el trabajo que se requiere realizar para levantar 
la mitad inferior de la cadena y colocarla en el gancho, de 
la manera indicada en la figura b. 


a) — MgL 


4) J MgL . 


b) j MgL . 


e) --MgL 

"r 


c) — MgL , 
16 


í 


nr 


I »-ll' J. 


(Fig. a) 


r" 

_ 


IJ2 


3 



(Fig. b) 
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PE-1.15. Petra me de agua dentro de un vagón 


Un vagón de masa M = SO 1 kg y longitud /- - 4 m tiene 
en el extremo derecho un tanque de agua de masa m ~ 
600 kg y longitud d = 0,5 m. El vagón está en reposo > 
libre de moverse sobre una superficie horizontal. 


Si ni tanque se le hace un a . 
en el fondo, inundando n/^ti 
todo el piso deI vairón • KUa 

■ ti ■ * ■ ¿cOiqq . 

el desplazamiento del vagón, * r ' 


<- ~ rTL- 



PE-1,16. ¿Cómo se moverá et CM de la barra? 1 

Una barra delgada descansa sobre una superficie 
horizontal sin fricción. Si le damos a la barra un golpe 
instantáneo horizontal transversal por un extremo, su 
centro de masa se mueve... 

a) en un círculo. b) en línea recta. 

c) en una parábola. d) no se mueve, | 

PE-1.17. Centro de mesa ¡ 

Una mesa está constituida por una tabla cuadrada de lado 
L y cuatro patas idénticas de altura L. Si la masa de la 
tabla es 4 veces la masa de cada pata, ¿a qué altura por 
encima del piso quedará el centro de masa de la mesa? 

a)A-¿/2. b )h-3L/4 c)h*L/3 

j 

d) li = 2L/3 e)h-L/4 


PE-1.18. Un cilindro sólido dentro de uno hueco 


a) 1.25 m hacia la dcrech- 

b) 0.100 m hacia la ¡z qu¡ 4 

c) 0,75 m hacia la derecha 

d) 0.50 m hacia la i 

e) 0.25 m hacia la derecha 






Un cilindro sólido de radio R está situado dentro de un 
tubo cilindrico hueco de igual masa y de radio interior 2R. 


El sistema se suelta desde el 
reposo sobre una mesa horizontal 




(Fig. a). El cilindro sólide 
desciende y después de oscilar, s 
detiene en el fondo (Fig. b) ¿Cu: 
será el desplazamiento horizonte 
del tubo hueco? 


a)3fl/4, b)/?/4, c)*/3 


d) 3/2/2, e) RI2 
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Jalándose mediante una etterda 


. . una pista de hielo están. 

• ñola de 40 kg. agarrados por 

l ' nrlt ¡!,dé 10 metros de longitud. 

cuerda uv 


Enrique de 60 kg y 
los extremos de una 


Si ellos empiezan a jalarse 
mutuamente, entonces cuando se 
produce el encuentro, la distancia 
que ha recorrido Enriqueta es; 



a) 4 in. 
b> 5 m, 
e) 6 ni. 
di K m. 

e) Depende ilc quien jale mas. 


pE-1 *20. Impulsándose con el rebote de una pelota 

Un niño está dentro de un carrito que puede rodar sin 
fricción (masa combinada M = 19.5 kg), y lanza una 
pelota de masa m = 0.5 kg hada una pared, con una 
velocidad de 10 m/s (con relación al suelo). Si el niño 
¡itrapa la pelota después que ésta rebota clásticamente de 
la pared, ¿a qué velocidad se moverá el carrito? 

a) 0.025 m/s, b) 0,05 m/s, c> 0.25 m/s, 

il) 0.5 m/s e) 1,0 m/s 


1 V 

y# 

\ 0 


m 


t* 1 ' 

u 

—dr 


PE-1.21. Un empujón para averiguar la masa de ella 


En una pista de hielo, Teodoro y Dorotea patinan juntos a 
una veloddad de 6 m/s. Teodoro quiere averiguar la masa 
de Dorotea y, a! darle un empujón hacia adelante, ella se 
acelera hasta una velocidad 17 = 8 m/s mientras que él se 
frena hasta una velocidadv’i = 4.5 m/s. 



tita 

n 

Hielo 
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Si la masa de Teodoro es 60 kg, 
¿cuál es la masa de Dorotea? 


a) 56 kg, 

b) 52 kg, 

c) 48 kg, 

d) 45 kg 
c) 43 kg 
















































































































PE-1.22. Para poder regresar a la cápsula espacial 

Un astronauta de 80 kg se encuentra futra^ ' £ ^able 

espacial a una distancia de 5 m jm ¡V bi|iJad 

que lo mantenía unido a la capsu . _ ^ ^ |aw cpn 

de impulsarse de regreso a si mi • e| oonlcn ¡do 

desodorante y roca msinmanc. ; s¡ ^ |00 g dc 

en dirección contraria a U tk l< ■ ánt0 t j enl p 0 

líquido en la lata y la expulsa a 50 cnv's. ,c.unto tump 

1c loma al astronauta regresar a la nave. 

a) ROs. b) 500 s, O 1000 s. di 5000 s. eíROOOs 



CAP. 1: RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 
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b je | d 
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X- 
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1 h 

Í c 
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! e 
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I 

1 

¡ V 
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1 ■—■**■*-■.-** H-!. 
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1.07 
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1.09 
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•v 1 
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1.17 


V I 
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1 

1 

t 
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CINEMATICA DE ROTACION 

de cuerpos rígidos 


cuerpo rígido es un objeto o sistema de partículas en el cual las diversas distancias entre 
partíe 


sus 


'mías están fijas y permanecen constantes: esto significa que el cuerpo tiene una forma 


a finida que no cambia. Cuando un cuerpo rígido está sujeto a un movimiento de rotación pura 
torno a un eje, cada una de sus partículas se mueven en una trayectoria circular alrededor del 
. , e ro tación. Para describir el movimiento de rotación empleamos variables angulares, como 
. elucidad angular y la aceleración angular. Estas cantidades se definen por analogía con las 
cantidades correspondientes del movimiento lineal. Las ecuaciones que describen el movimiento 
He rotación uniformemente acelerado, es decir, aquel con aceleración constante, son 
particularmente sencillas y tienen la misma estructura matemática que las de! movimiento lineal 
uniformemente acelerado. En general, el movimiento de un cuerpo rígido en el espacio puede ser 
muy complejo. En este capítulo limitaremos nuestro estudio a la rotación de un cuerpo rígido 
alrededor de un eje que está fijo en el espacio y, posteriormente, extenderemos nuestro análisis al 
movimiento de rodadura en un plano de cuerpos rígidos que poseen un alto grado de simetría, 
tales como cilindros o esferas. 


En este capítulo Ud. encontrará aspectos relacionados con: 

• Cuerpos rígidos 

• Traslación y Rotación 

• Desplazamiento angular 

• Velocidad angular y Aceleración angular 

• Cinemática de rotación 

• Relaciones entre magnitudes lineales y angulares 

• Relaciones vectoriales en la rotación 
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PRINCIPIOS FUNDAMENT AR^ 


CUERPOS RIGIDOS 

Un cuerpo rígido es un caso especia! de los sistemas ; 
constituidos por muchas partículas, En el sentido enrielo, 
un cuerpo se considera rígido si las distancias entre todas 
las partículas que lo constituyen permanecen invariables ¡ 
bajo la aplicación de fuer/as externas. Los cuerpos rígidos 
como las ruedas siempre mantienen su forma y su tamaño j 
durante su movimiento. 





: 

III concepto de cuerpo neido es en realidad un j 
idealización, es el modelo más simple que podemos 
imaginar. Todos los cuerpos en determinadas condiciones * 
se deforman, dependiendo tic Ja magnitud de las fuerzas ¡ ^ 
aplicadas, ha posición relativa entre las partículas puede 
variar y el cuerpo puede cambiar tanto su forma como su 
volumen en el transcurso dd tiempo, bn esta unidad, ¡ 
estudiaremos el movimiento de cuerpos bajo la suposición l 
de que éstos son absolutamente rígidos. 



Cuerpos no-rígidos 




TRASLACIÓN Y ROTACIÓN 

En un cuerpo rígido podemos distinguir dos tipos de ¡ 
movimiento: La traslación y la rotación. 


Traslación: La traslación es un cambio ele posición del 
cuerpo en el espacio. En un cuerpo que se traslada, las 
líneas que unen dos puntos cualquiera permanecen 
siempre paralelas. Todos los puntos del cuerpo en cada 
momento tienen igual velocidad y Jas trayectorias que 
describen, tienen igual forma. Por eso, durante la | 
traslación de un cuerpo rígido todos sus puntos tienen en | 
un instante dado, velocidades iguales y aceleraciones I 
iguales. Es un error común creer que durante la traslación I 
cada punto del cuerpo debe moverse en línea recta; en ( 
general la trayectoria puede ser curvilínea. 


Rotación: En la rotación es un cambio en la orientación 
espacial del cuerpo. Los distintos puntos del cuerpo que 
gira se mueven en arcos de círculos alrededor de una línea 
denominada eje de rotación. 



Movimiento de traslación 



/__ Eje de 

^ rotación 


Movimiento de rotación 
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, • „m rotación: H movimiento m.i> general de 

irÉfion 1 

' r11 ( r o,jj 0 puede considerarse como una 

l,n LlR T t i c una traslación y una rotación. 

c oin* ,inaC ' 



Traslación 



't'rüslación + roUicnm 


DESPLAZAMIENTO angular 

localización de un punto que describe una trayectoria 
reular se especifica mas adecuadamente por medio de 
coordenadas polares. Supongamos que el eje : coiné,de 
e | eje de rotación. El desplazamiento angular de una 
partícula P a distancia R del eje de rotación está dado por 
el ángulo entre la línea radial OI 1 y el eje t. 

El ánculo 0 puede ser medido en grados, o 1/360 parte de 
la rotación de un círculo completo. Pero resulta mas 
conveniente expresar los ángulos en radianes. 
Recordemos que un ángulo en radianes se define como el 
cociente entre la longitud s del arco subtendido y el radio 
R del círculo correspondiente; 

0 m Longitud de arco/Radio = s/R radianes 



Coordenadas polares (A\ tft 


2,t radianes « 360' 
I r.id = 57,3* 


VELOCIDAD ANGULAR MEDIA 

Si durante un tiempo Ai, la posición angular varía en Afh 
se define la velocidad angular media como la razón. 

< (o > = AVlAt 


VELOCIDAD ANGULAR INSTANTÁNEA 

Es el valor que toma la velocidad angular media cuando el 
intervalo de tiempo de observación es muy pequeño. 

ío = Lim At _* f) (AO/At) = ddidi rad/s 



Velocidad angular 
) o = íWidt ] 
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ACELERACIÓN ANGULAR MEDIA 

Es la razón entre la variación de la velocidad angular < 
Aw y el intervalo de tiempo At. 

I 

< it > = A(ü/Át rad/s- 

ACELERACIÓN ANGULAR INSTANTÁNEA 

Es el valor que toma la aceleración angular media cuando 
el intervalo de observación es muy pequeño: 

a — Lira \ t _n (Acu/At) — dtoldl — <T &¡dt rad/s- 


ROTACIÓN CON ACELERACIÓN CONSTANTE 

Cuando un cuerpo rígido tiene un movimiento de rotación 
uniformemente acelerado (tí = constante), se cumplen 
relaciones entre las variables que son análogas a las del 
movimiento de traslación con aceleración lineal 
constante. En efecto, si en el instante inicial t = 0 tenemos 
to = ü) a , entonces: 

dto 


a 


di 


constante 


/ •í í*(ú 

adt = I dto 

0 v 


(O ® Cúq + (Ü 


Empleando la relación anterior de to(t) e integrando una 
vez más, encontramos la posición angular en función del 
tiempo: 

di) 

co = % + at 


J o 


(a) 0 + at )dt = dd 


J> 

J e 0 


dt 


I 2 

0 «= 6 0 + coqí + — oT 


Donde 6 a es el valor de 6 en el instante inicial t~0. 


Se puede eliminar el tiempo de las relaciones anteriores 
para obtener una ecuación que relaciona: co, 6 y ce. 

aT estqrj +2a(0- 8 0 ) 


Acehri/cití/i angular 
instantánea 


ct = dto/dt 





f O = Q)q + ctt 1 



■ffVMHM H4ÍÉH1HW1I '■ ■■■ ■ ■ ■■■*'* »■ 


(J- = cq^ + 2a( 6-6 q) 
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^TipADES ANGULARES Y LINEALES 

i tila en un punto P a una distancia fija, R, del 
c c¡ i uní 1 p i,r ), (fcs c ] ángulo subtendido Un radianes) J 

¡.je de rntnL ‘^ 1 :irCO es: .v = KO, La velocidad lineal de la , 
la ^«m'cntc a la trayectoria circular: j 


parn 


" lt "' t*inacule a la trayectoria circular: 

ícula es t* lM f L I 

dt dt 


JO/dt la velocidad angular ícn rad/s). 1 

Siendo v>~ ^ ^ cua ,. (U j cr instante, (o es la misma para j 

0bSer ' C cuerpo que gira, pero la velocidad lineal v | 
c ada e ¡ punto est é mas alejado del eje. 



Velocidad? * angular y lint til 

í flO R ] 

\ ... - 


naturaleza vectorial de la rotación 

, „« desplazamientos angulares finitos no pueden ser j 
.¡Heridos como vectores, ya que no cumplen con la ¡ 
í^v commutativa de la suma. Es decir, si en un cuerpo ■ 

- do efectuamos consecutivamente dos rotaciones Imitas 
r ! g ó-, en torno a diferentes ejes, tendremos que. en ¡ 

eneral "el ánsulo de orientación espacial final dependerá 
del orden en que se han efectuado dichas rotaciones: 

(01 + 02)* (02 + 00 | 

No obstante, podemos comprobar que si los 
desplazamientos angulares son infinitesimales, el orden j 
de la suma no altera el resultado, y por lo tanto éstos si j 
pueden ser tratados como vectores. Para representar una j 
rotación infinitesimal alrededor de un eje dado, se define 1 
el vector desplazamiento angular t/fí, con los siguientes ■ 
atributos: 

Módulo: Es el módulo del ángulo de rotación. 
Dirección: La dirección de la recta del eje de rotación. 
Sentido: Dado por la regla de la mano derecha. 


fc -T- i i u k 


VECTOR VELOCIDAD ANGULAR 

Por ser el desplazamiento infinitesimal, dd, una cantidad 
sectorial y dt una escalar, el vector co tendrá la misma 
dirección y sentido que dO : 


- . A 6dQ 
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Rotación 

Reglo de lo mano derecho 

Se curvan los dedos en el sentido de 
la rotación y el pulgar señalará 

hacia donde apunta dt) y tú . 


r K ' j ' 


Vector velocidad angular 
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VECTOR ACELERACIÓN ANGULAR 




* 

La aceleración angular, fi, será también un vector y tiene 
la dirección de la variación de la velocidad angular tu. 


A oí 

a = Um^^QÍ—) 



Si el eje de rotación esto Jijo, el vector to sólo puede 
cambiar en magnitud, de modo que ct tendrá la dirección 


del eje de rotación. Se observa que: 

Si ib está creciendo, a apunta en el mismo sentido de io. 


Si (T) está decreciendo, a apunta en sentido contrario a u>. 



RELACIONES VECTORIALES EN LA ROTACIÓN 

Vamos a generalizar ahora la relación escalar v =>a)R , a la 
forma vectorial. Consideremos una partícula P ubicada 
por el vector posición r. trazado desde un origen 
arbitrario O en el eje de rotación. Podemos expresar su 
velocidad lineal v mediante el producto vectorial de m 

con r : 

v = ¿ti x r 

En efecto, el módulo de este producto vectorial es. 

v W v W ¿D x f /- cursen <p » o)R 


Siendo R el radio del círculo en el cual gira el punto P. 
Por otra parte, el vector v es perpendicular tanto al vector 
ój como al vector r y por lo tanto será perpendicular al 



plano que contiene a ambos vectores. 




De acuerdo a la expresión anterior, la derivada del vector 
de posición r cuyo módulo es constante, se obtiene del 
producto vectorial de ii) por el propio vector r. 

Esta expresión se puede generalizar a cualquier otro 
vector A , tal que su modulo MI sea constante y que gire 
alrededor de un eje fijo con velocidad angular to , 

"La derivada temporal de un vector A con módulo 
constante que rota con velocidad angular ib, es igual al 
producto vectorial de (b por el propio vector". 



fñ H Finiiíirna 


, tfr - - 

v - — 

di 


Derivada de ttn vector 
de módulo constante 



vél0 c.da dES nELAT,VAS 


A y B de un cuerpo rígido que gira con 
c cí in (|nS r i; Co. El vector desplazamiento r¿ /fl .quc 

vcRKl puntos tiene módulo lijo. Fin un marco de 

un e i a velocidad C fí de la partícula li es igual 

f efer c,lCia ¿ c | a partícula A mas la velocidad v AJfí 

a a 'mli B relativa a la partícula A: 
de laP* rt,tUli 

- ~ r ' s ■ — - (O * r,\ ) [i * 


^'a ni 


Rrltii'ióft mire hts veloeitLules 
tlt‘ dos punios 


fí m V A + a> xr Atfi 


di 


g L gpACIÓN TANGENCIAL Y RADIAL 

, aceleración de un punto P que gira alrededor del eje es j 
¡¡ derivada respecto al tiempo de la velocidad, v-mxr. ¡ 

ir. ,lín _ dr - - - - 


a 


. — x r + B x— = a x r + w x v 
dt dt dt 

a ■= a f + d r 


La componente tangencial de la aceleración surge de la j 
variación del módulo de la velocidad cuando la velocidad i 

angular está cambiando. 

“ij -«xr 

La componente radial de la aceleración está relacionada 
con la variación de la dirección de la velocidad y apunta 
hacia el centro del círculo de rotación: 

d r - ü> x v - Co x (ib x f ) 


Si ponemos el origen en el plano de rotación del punto P, 
entonces r = R y los vectores ct y r son perpendiculares 
entre sí. Luego la aceleración tangencial es: 

a t = aR 

Además,como ai 1 v,entonces v ™ coR , y la aceleración 
radial es: 

Or - íü 2 /? - v 2 IR 

Esta es justamente la expresión conocida para la 
ac eleración centrípeta en el movimiento circular. 
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Aceleración tangencia! 
a - a x r 



Aceleración radial 
1’ij. - ü) x v 





7 e 

>' •■■■> i--v> 

\ :• i 4 a T j y- 


>í> 

~ : - t- - 

,-n,. ^ 

L ; ^ Y. 

^ y, , ._ e 



5* a t + Q r 










































































pR-2.01 . Apnga te música 

Un disco LP uc música — ^ ¡ 

uniformemente hasta alcanzar su rup.de . . , 

rpm en dos seglindos. , c | ángulo que ha 

a) ¿Cuál es la aceleración angular y 

girado d disco en ese ¡ruerval^ ^ calcule las I 

.LllTd, i. “ - ■■ " ¡ 

V «i* íSJSÍKi-i. «*! 

dns vueltas y st auicnL. v* 

que es constante, y el tiempo que tarda en detenerse. 



Solución; n) La rapidez angular del disco es {en rad/s): 


(1 00/3 re v/m i n X ~tt ad re v) 1 0 rad _ 3 .y)— 

v> (60s/min) 9' s s 


La aceleración angular es constante, y podemos usar la 
relación: 

10 «íii,/ + cá 


w-Wo 3.4yrad/s-0 t __ .,2 
(t -- L --^-“ 1,75 rau/s 


1 


:s 


El ángulo girado por el disco en dos segundos es: 

/ 1 1 "• ^ 

& “ + - oí* « 0 + —( 1 ,75rad/s‘)(2s)~ = 3,5rad 

^ -4» 


3(»0 o 

0- 3,5rad(--)=200° 

2 ;rrad 



b) La rapidez angular al cabo de ls.de empezar a girar es: 
t0 ~ íú ° + (ít = 0 + U .75 rad/s 2 ){I s) = 1 ,75 rad/s 


m/s 2 


«f - otr = {1,75 rad/s 2 )(0,15m) = 0?62 


^ - o» _( 1,75 rad/s) 2 (0,15m) = 0,459 m/s 2 
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. A | «paitar d equipo, la rapidez angular di smimiv , , 
..o y la aee le ración (que es negativa) puede obtenerse de 
"relacé , , 

u u> -t»n+2a0 


a 



0 - {3,4 9 rad/s) 
2(4,t) 


-fi.485rad/s 2 


E l tiempo que tarda en detenerse es: 

(O rn OJ (j + 


10 - (On 0-3,49rad/s 
t * “ - _ t »7,20s 


ct -0,485rad/s 2 


¡a) Os 
h) 

! “r 

c) a 
1 


Respuesta, 

3,5 rad = 200 a 
= 0,262 m/s 2 
= 0.459 m/s 2 

= * 0,485 rad/s 2 
= 7.20 s 


pg^2¿Q2. Rotación acelerada de una sierra circular 

El disco de una sierTa circular de radio R = 20 cm. 
inicialmente está en reposo y al activarlo comienza a girar 
c on una aceleración angular constante a = ()¿ rad/s 2 . 
Considere un punto P sobre el borde con una posición 
angular inicial en / = 0: 0= 0 a . Determine para ese punto, 
al cabo del tiempo r = 2s: 

a) Los desplazamientos angular y lineal. 

b) La aceleración lineal total. 


Solución: a) En este caso podemos aplicar las relaciones 
cinemáticas para aceleración angular constante. La 
velocidad angular al cabo del tiempo t - 2s es: 

(ü = íüy + ai = 0 + (0,5rad/s 2 )(2s) = 1,0rad/s 
El desplazamiento angular es: 

0=0 ü + tV+~or 

0 = 0 + 0 + Lo^rad/s 2 )(2s) 2 .lrad=573 0 

El correspondiente desplazamiento tangencial a lo largo 
de la circunferencia es: 

A.v = R0 «• (0,2m)(lrad) = 0,2m 
u) La aceleración tangencial es: 
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i «2 


a, = K« * = < W 


. = (02myOÍ«d/ S J ) = 0,lnxs 


u aceleración ndW ° ccnirfpe«« : 

«.to/-***"** 1 ' 0 *” 1 * 

Ahora podemos calcular el mddulo de la aceleración .ota 

— r 2 ,n Tm/<^ » o,22rn/s 

El ángulo con la dirección radial está dado por: 

_i .2 


^ 0 ¿m/r -05 


$ = 26,6* 


ú, 0,2m/s' 



í a ) 0= 1 rad , ds = 0,2 ~itu 
Ib) la! = 022 m/s 2 , = 26 .fr 


gg-2Jí3* Aceleración angular venable 

i In di ten circular comienza a girar con una aceleración 

S ' ¡ -i” * “ ,do ■ 

offMi-'Wrad/s 2 

o); En qué momento comienza a girar en sentido opuesto? 
b) Determine el ángulo que ha girado el disco antes de 
que comience a girar en sentido opuesto. 


Solución; a) Podemos aplicar las relaciones cinemáticas 
para determinar el momento en que el disco se detiene 
instantáneamente: 


a - 


düi 

7 


<0(0 - 0)Q + I a( t)dt 


f 

d0 


0(0-0 + 


JV 


-3t-2t 2 


3i-2t 2 -0 


r---l,5s 


b) El ángulo que ha girado en ese tiempo está dado por: 


cu» 


dd 

dt 


6(0-0, 




o + I W(t)dt 

J o 


<U!)-f‘' , <3,-2, 2 )d l .x!L ) -2¿ ) = 


1*125 rad 


flfiS QUSSit 



a) t = 1,5 s 

b) 0=1,125 rad 
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£s conocido el vector aceleración lineal 



I, línea faí ' l “ acc i cr aci6n angular en esc instante? 
al ¿ Cu3 !'M-locidnd lineal del punto P en esc instante. 

llal* 1:1 ' _____... 

¿í ia componente tangencial de la aceleración 


O, 


- a senO =(30 m/s-)(0,5) = 5 mis 2 


por 


la aceleración angular viene dada por: 


ííí 


- aR 


a = a-¡R = (5m/s-)/Im) = 5 rad/s 2 


u componente radial de la aceleración es: 


Or 


- a cosQ=( 10 m/s 2 )(0 T 866) = 8,66 m/s 2 


Lave 


loe i dad lineal del punto P viene dada por: 

..2 



Respuesta; 


o r 


R 


Jñ^R - V(8^66m/s*)(lm) -2,94m/s 


] a) u = 5 rad h 2 
! b) v = 2.94 m/s 


PR-2.05 . ¿Cuándo empezó a girarla rueda? 

Una rueda tiene una aceleración angular constante, cr = 1 

rad/s 2 , Se observa que en un intervalo At = 4 s, la rueda 
gira un ángulo A0 - 12 radianes. Suponiendo que la rueda 
había partido del reposo: 

a) ¿Cuánto tiempo había estado en movimiento antes de 
comenzar e! intervalo de 4 s? 

b) ¿Qué ángulo había girado antes de comenzar dicho 
intervalo? 



xíxlu a) La rueda parte del reposo - 0). Como 
constante, al cabo de un tiempo f 1 (desconocido) la 
habrá girado un ángulo 6(t')\ 


ángulo 6(i')\ 
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Wp/'+ flt ' I- 


iti 




n 


Transcurridos 
habrá pirado 
pirado será: 


4 s más después del instante t\ la ru cJa 
12 radianes adicionales. El ángulo total 


#,•+ Ai) = m + 12 rads = <nr*/2 + 12) rads 
Por otra parte; 

ftr'+ .i/) = a(t'+ 4 ) : 

Igualando estas dos ecuaciones: 

at' 2 f 2 + l2 = m' 2 /2 + 4cit , +8a 

12-Su 12-8(1) . 

---- Is 

4a 4{ 1) 

b) El ángulo pirado previamente era: 

fl[|)*(l rad/s 2 )(is) : 12 = 03rad 

PR-2.06 . ¿Qué ángulo habrá girado ese disco? 



a) /' = I s. 

b) 0 (I) = 03 rad 



Un disco inicialmenlc en reposo, comienza a girar 
alrededor de un eje fijo con aceleración angular constante, , 
¿Cuál será el ángulo ó 0 que habrá pirado el disco cuando 
en un punto de su periferia el vector aceleración a forme 
un ángulo <p - 60 n con el vector velocidad v 7 
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Afl-'OUP-íV 


1 ...o 41 , 

” — rnd 

i 




360" 

uul){ --;> = 40/v 

i ¿xrorf 



ecto qv e desliza sobre disco en rotación 

_ sa «¡obre un disco a una distancia r - 

r tn P' r~ i 

in sCC . _„., c ¡ón. El coeficiente de fricción estática 

J-a—* # * .t. . , 


L !p 111 Jc ro tación. El cocncienie uc triccion estática 
0 jjá e j ¿ ¡J. j e ] insecto y la superficie del disco es - 

cnt fL> la ' P ‘ . e] tocadiscos y el disco comienza a girar 

Se IlCl 1 _^nm.lor __ 


x rnn una aceleración angular constante cr = 

i, reposo cuh 

1 n , a | cabo de cuánto tiempo comenzará el 
. 44 rad /s "' 6 

¿cto«* slizar ' 


,r a) La fuerza de fricción estática es la que 
la aceleración del insecto. El máximo valor 
fricción Milla 


de la fuerza de fricción 

F e mlx = fi e N = 


U aceleración máxima es: 


a 


rruix 


r ttULX , 

= F, 


La aceleración lineal tiene dos componentes: una 
tangencial y una radial o centrípeta. Si el insecto está a 
una distancia r del eje, mientras no deslice la magnitud de 


su aceleración lineal es: 


í j - ^a 2 + rtf « \(ctr) 2 + f itFrf 


Como la aceleración angular es constante: co » «r. Por lo 
tanto, la aceleración lineal en función del tiempo es: 


a{t) »(W/+ «V 


El instante de tiempo en que el insecto desliza es cuando 
acc leración alcanza su valor máximo: 


a = nr 


y[Í~+ a* t* - 


FeS 
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Despeja obtenemos 


el tiempo tjue la rda in 


res 


balar: 


; - 


'ii^f - n 

Ja cir 


1/4 


i 

s~") 


lO.25Hq.Snv * ~ . 11 1 4 - 3.13 s 

' ,, -: l< (1.44-,‘MiO,l2m> 


PR-2.08, Rotación en un disco de computadora 

El ángulo de rotación dado por la 

computadora durante CÍL P 1 

" rrCSÍÓn: 0(0 = [2f + OJ M rad 

. , ■ „,, «.i en fecundos. Si el radio del disco 

Donde el tiempo I esta en seg bor de 

es 4 05 cm. para un punto P ubicado 

ílí'it'rminc al cabo de 0+5 s» 
d vector velocidad. b) el vector aceleración 

SelUClím a) Como la posición angular en función del 
tiempo es: 0(0 = [ 2 / + 05 sen(.tí)] radianes, la velocidad 

angular será: 

ll ° = [2 + 03 -*tcüs{.Tr)| i rad/s 


íi<0 


dt 


y la aceleración angular 

^ = - 0 , 5 ^- sen(nr) z rad/s 2 


«(/) 


dt 


En el in st ante t - 0.5 s se ticnej 

0 = 2(0,5) + 03sen(Jt/2) = 1 3 rad = 85,9° 
r = 4/25 (eos 85,9°.r+sen 85,9°y) = (030 i +4.24 i) cm 
w = [2 + 03 .*t ( 0 )] ; = 2 ; rad/s 
a = -03Jt 2 (1): — - 4.93 i rad/s 2 
Por lo tanto, el vector velocidad es: 

v . w x r = 2zx (030i + 424 y) cm/s 

= I0,60(zxi) + 8,48(¿ xy )] cm/s 
[0,60v 1 - 8,48i] cm/s 


Respu 


% 
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,m JS' ar 


}!4 


K^-r-H = 3,13 


P 


í — (\\í 

3v 

y A 

'' 9 

~ tu ■ 

\ 

^ * * * 



jr 


□ 



x 


r(t) » r[xcosd + ysenOJ 
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(- ilciilcmos «lioaa la aceleración. U aceleración r.i¡|| a | 

cS * ti f - lú * v = 2: * 10,60y - H.4Hi I cm/s 2 

*[!£*** ' I7.0£xiJ = [.| i*. j 7jt , í j, 


y 


L c le ración tangencial: 


. |a ace 


- rt k r = -4.93 5 x (030.t + 424y) C mA 2 


- [- ] ,45 C * r ' 20,9 C *)’]-[• I,45 y + 20,9 x \ 

finalmente, la aceleración total es: 

ti = u r + a ( - f 19,7.v - 183 y | cm/s 2 


cm/<3 


PB -2M* Flotación variable de un disco compacto (CD) 

Un disco compacto tiene su material grabado de música 
digital desde un radio interior r¡ = 23 cm hasta un radio 
exterior r 2 = 5,80 cm. El disco es barrido por el cabezal a 
una velocidad lineal constante v = 130 m/s, comenzando 
desde su radio interior y moviéndose hacia afuera en una 
trayectoria espiral. 

a) ¿Cuáles son las velocidades angulares inicial y final? 

b) ¿Si el tiempo de duración de la música es 75 min, cuál 
es la longitud total de barrido? 

c) ¿Cuál es la aceleración angular media? 


$QlucÍQQ! a) Las velocidades angulares del disco son: 

, • • i v l*30m/s M ,, 

Inicial: (0¡ * — **-52rad/s 

r¡ 0,025m 

, v l,30m/s „ . 

Final: U) 7 « — --= 22.4rad/s 

r-> 0,058m 

«i 

b) La longitud total del recorrido en espiral es: 

/- = \7 = (1,30m/s)(75min)(60s/min) = 5850m 

c) La aceleración angular media en ese intervalo de 
tiempo es: 

< « >= . Ür 4 - 52 > rad ÍL . _658 x 10 3 rad h 2 

A/ (75min)(60s/min) 


Ca P-2: Cinemática de Rotación * © D. Figueroa 












































































PR-2.10. Número de vueltas del disco compacto (CD.. 

Un disco compacto de música digital es barrida P° r 
cabezal a una velocidad lineal constante v, desde su radio 
interior r n , moviéndole hacia fuera de modo que el ra 10 
va incrementándose y su trayectoria resulta una espiral. 

riOl- r () + flO 

Donde /fes una constante positiva. Determine: 

a) La longitud total barrida en función del ángulo 0. 

b) l a posición angular 0(1} en función del tiempo. 

c) La velocidad angular tn (tí \ la aceleración angular attí 

en función del tiempo. 

d) Suponga que las constantes numéricas son las 
siguientes; v ~ 1.25 m/s, r (i = 2.5 cm. />= 0.24/ pnvrad, 
¿Cuántas vueltas da el disco si la duración total de la 
música es t - 74 minutos <= 4440 s)? 


\ 

\ \ 


Fv 


\\ 


\\ 


X 




0 


V- 






\ 


f í 


r j 

i 

// 

// 


y/ 


Solución! a) Para obtener la longitud total barrida en 
función del ángulo 0, escribimos: 

ds - rdO - (r () + (W)íW 

C' } P , 1 

.vfflj- I (r 0 + pO)d(}- r tí 0 + — (r 
J o ¿ 

b) Como iffí) - v/, obtenemos una ecuación cuadrática en 
ih 

P 2 

\((l) - W - r (t 0 + *-~9 


fi(l~ + 2r 0 () - 2vt - 0 

Tomando la raí/ positiva: 

I 


Od)--l-r 0 + <Jr¿ + 2puJ 

c) La velocidad angular (o(t) y la aceleración angular tdt) 
en función del tiempo son, respectivamente: 


üX t) 


iW( t) 
ilt 


v 


+ 2p\ 


't 


a(t) 


dpj( r J 
dt 


pv 2 


Respuesta; 


(ti + 


3(2 
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.1 

.)t ■ 


|i> 


valores numéricos sumimstrndo,. c | i(1 , 


4 1 I + 


25 1 yi0. n:5 > : * j^éZül£lXU»(44 40) 


til' 


0 * 1. 34 x 10 ’racl = 2.1 ÍUO’ vueltas 



til 


L¿* jj a 2l3lX) v 



, > acoplamiento del motor al alternador 

. 2il"' 


£0 > 

c, c¡ef° 


automóvil la polea del motor de radio r, = | ( , 
En C- aco piada mediante una correa a la polca del 
cifl» cs , j c ra dio V 2 = 6 crn - La P°l ¿a motora parte del 


a! [íríial \ se acelera a un ritmo u¡ - 1,2 rad/s*. Se supone 
rep° s0 n0 resbala sobre las poleas. 


qu el “ C ?,e S la aceleración angular de la polca del 
a) i°f r? | 

alterna u * la polea de) a |, emador en alcanzar una i 

angular m 2 = 120 rev/min? 


CflfuciÓQt a) Como la correa no resbala, la velocidad 
puntos en la periferia de las dos poleas deben 


lineal de los 

ser 


poleas deben 


V; = v-> 


Esto permite relacionar las dos velocidades angulares: 


M¡ r i 


ÍÜ-.T1 


lUi = ÍU^f —) 

r> 


Para hallar la aceleración angular de la polea 2, derivamos 
esta expresión respecto al tiempo: 

d r, d r. 

-—tu, ~(—)—to,la, 
dt r 2 dt r 2 

0,1 m i i 

a 2 =(-)(l^rad/s") «2rad/s* 

2 O.Oóm 

b) La polea parte de reposo {io 20 «0) y para hallar el 

tiempo que tarda en alcanzar la velocidad angular final, 
tenemos: 

a) 2 - w 20 + a 2 f 


ÍÜ 


a 


(120rev/min)(2jn‘ad/rev)/(60s/min) ^ ^ ^g s 


A ft >¡i tjr 


Uit'rnatl, 



Respuesta; 


\ a) a-, m (~) a f “ “ rat ^ s 
‘ h 

b) t - 6,28 s 


2rad/s 
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exponenclahnente 

PR-2tl2i Velocidad angular dec 

velocidad afS»' ar 
ángulo rolado sogón la cxpresi*»- 


Un cuerpo rígido está girando con una 
que decrece con el 


(U - í'>0 


-Ad> 


Hallar ía dependencia en 


Donde wo y A son constantes 
función de ; tiempo de. 

a) El ángulo de giro. 

b) La velocidad angular 


Solución a) Partiendo de la definición de la velocidad 
angular podemos escribir. 

w - a>0 - Atp 
dt 


AI separar variables, se tiene: 

dtp 


íí>0 - Atp 


dt 


Inlegrando: 


X 


$ dtp 


f 


dt 


o OQ-Átp JO 


In(ü>o-A0){ - -At 


<°0 ZÚÍ r At 

(OQ 


El ángulo de giro en función del tiempo es: 


A 


b) La velocidad angular en función del tiempo es; 


o*t) 


dtp 

li 


m (i)Qe 


~At 
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Respuesta 




m 


a) l-e" A ) 
A 

b) oÁt) *=o>o e~ At 
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i 


i 


t iles se 

^nías P«|UC 


l x-U “',I, mas pequeña, que esla montada en el mismo cíe i 
¿•fLd» «****■ Suponga qt* el piñón de lo, 
d L * 1 _ jo dientes, el pinon de la rueda trasera tiem* „ 

4 tt£ MI ~~ WI1L /Jv 

" I¡cn tcs y I* n,cda ,rascra ,¡cnc u " radio H = O.5 m 
* Licleta pune del rc P° so V al «*>» de un tiempo i = | 

^ el pín^ n ^ 0S pedales alean/a una velocidad 

ifl ín ' {f) , = 50 rev/rnin. Suponiendo que la bicicleta y 
1 * - * ^ 
la/a con aceleración constante, ¿qué longitud habrá 

^^rrido durante esc intervalo de tiempo? 





* iUCjÓrU a > El movimiento circular ocurre con 
angular constante y to 0 ~ 0, por lo tanto el 

án^lo que ha girado la rueda trasera en ese tiempo es: 

_ 101 + tiif) , (Oit 

AO =tot - {—~ —Jr« — 


Como las ruedas no deslizan, el espacio recorrido por la 
bicicleta en ese intervalo de tiempo es: 


As = RAO - R 


(Ü7Í 


Los dientes de ambos piñones encajan con igual ancho en 
la cadena de transmisión, por lo tanto: 


Zttj 2xr : 


n 


rij 


Ü 

r-, 


ÜL 

tu 


Las velocidades tangenciales de los puntos de la periferia 
de ambos piñones respecto a sus ejes serán iguales a la 
velocidad de los puntos de la cadena, v c : 


( 0 ¡r¡ = (07 u 


Ü)r = ÍÜjf — )=(!>,(—) 

Th 


O 


Reemplazando la expresión de om, obtenemos la longitud 
recorrida por la bicicleta: 

2 tu 

ím 

_ (0,5m)(5Urev/minK2m , ad/rev)(lmin) 40 ^ 

9 ( \6~ 
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Respuesta 


196 

2 ni 
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pR-2.13. Rizando al 'Izo en bielda 

En un espectáculo de circo Humado ‘ Jc ra j¡ ( , R = 

un ciclista recorre una ptM <■ _ |ft ^ 0 odio de cada 
8 m. a una rapidez constan ^ ^ Suponga que I» 

rueda de la buiJtU LS r Determine: 

ruedas de la bicicleta no dcdiMU. I0 a un 

a, 1.a velocidad angular del cid 
observador fijo en la pista. respecto al ciclista. 

b) La velocidad angular de ad a™ ^ rcspcCt0 a un 

c) La velocidad angular dv 

observador fijo en la p'* 13 * ^____ 



Solución: a» El ciclista da una s^Ha ^ ™ 

tiempo T = 2etfif/i'. P l,r lo tanto su rapiue . 


2 .T 


v I6m/s 


irí 


7 


r ~ 2 oR! v * 6m 


p| vector velocidad angular es perpendicular al pía | 
vertical de la pista y apunta hacia nosotros. 


Oí 




(• vector unitario 1 al papel) 


i i- nikiT r*t ciclista recorre unu ¡ 
b) Durante cada vuelta a L p- , , .. s j e ¡ 

longitud total 2nR,-. de modo que el numere l 

cada rueda en esle tiempo será: I 

/V = 2iW2.Tr = Rir | 

1 


)’ el período de tiempo de cada vuelta de la rueda será. 

T r = Tc/N = T, (ríR) 

U rapidez angular de cada rueda respecto al ciclista es: 
to rc = 2 tJT t - 2iRlrT c = tojV r 


- (2 rad/s)(8 m)/((),25m) = 64 rud/s. j 

I 

El vector (ü fí . apunta en dirección perpendicular al plano 
del papel y ‘"entrando" al - f 



mismo: 


© 


ai. 



co 


re 


X 




ítf, 





A GW nd0 Un P arnguas mo ¡ nclú 

-2.J-& 8 


a sostiene iin paraguas mojado y ] 0 p¡ra 
(lpn j c . su eje vertical, a una rapidez angular de una 
^r ón ñor segundo, III paraguas tiene un borde 


1P * .o *- 

fC vob' L " , r . lJio II = Oí tn que está ubicado en un pl„n, 
,,icri° r 1 ll(ia allurti <lc Ha 2 m por encima del suelo. 

r¡/< 1,lí ‘ l ‘ 

ho r,/ 

, del origen O situado en el eje del paraguas. 
j a posición en el piso de las gotas de agua que 
>-,0 del borde. 




lUC¡Ón‘ L 3 rapidez angular de una gota es: 


10 


_ J rev /s =: (lrev/s) (2;r rad/rev) = 2^ rad/s. 


y la 
parag 


velocidad horizontal antes de desprenderse del 


uas: 


, - (l jR= ( 2uT rad/s.) (0.5 m)= m/s. 

(t ^ 


La 


rota viajará en el aire siguiendo una trayectoria 
“bélica ( V cr figura a). La componente vertical de 
velocidad inicial es cero (v ÍJV = 0) y el tiempo que tarda la 
rota en caer una altura H está dado por: 


i 


V S V^.Sm/s- 


A la velocidad constante v„ la distancia horizontal 
recorrida en este tiempo es: 

yi= v v t = (jt m/s)(0.64 s) = 2.01 m. 

Como se ilustra en la Figura b, el punto en el suelo donde 
cae la gota queda a tina distancia D del eje de giro: 


£>-/y; + R : - + (0,5m) 2 = 2.07 m 

El resultado es igual para una gota que se desprende de 
cualquier otra posición del borde del paraguas. Por 
consiguiente, las gotas caerán en el suelo formando un 
círculo de radio 2,07 m alrededor del punto O. 




£ 
V 


(Fig. aj 


o 


\ 




\ 


\ 


\ 


\ 


V 


0 L 


y¡ 



Qespussm 


íTvrrnlnd7radio2^07 m 
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ERr2J.iL Gola 5 de agua tallan desde una rueda 

Una bicicleta « voltea y < pone a girar ,ra ' ín ¡ 

ile railin H - (1,4 m con una velocidad angular linoalntcnic 

decreciente. 

qotos o 



t 


Se observa que cuando lJn . 




Je agua sale vcni L .,| ’ 
desprendida de la rueda. a St ¡, L * 
hasta una altura h¡ - ^ 

Mientras que una gota que S jL .' 


la siguiente vuelta asciende h ;i 
una altura mentir /n = 0,63 ^ 

; Cuál será la aceleración anu„i 

; I . « n P u 'ar 

(Je la rueda: 


Solución ; La primera pota abandona la rueda con una 
velocidad que podemos hallar aplicando la conservación 


de la ene reía: 


“MirJ -mp/j; 


r 



i le manera similar obtenemos la velocidad coi que sale la 
siguiente guia: is • ^*pdij , Las velocidades angulares 
coiiespi uidienlcs son: 


ni, - — 


7 JW*i 


ii 


R 


y 


u> 


V' 


li 





ti 


I .¡i aceleración angular de la rueda es: 


íi 


n»; - vj] 2\>hj / R~ - - p/i, i A“ p( Ai - /i; i 


:d 


2(2-7 i 


2.7/í 


C9wKin/s“)(Oj68iri—0.63m) .. 2 

rz • --;-»= -4MS7rud/s 

2jit0.4m)' 


a = - 


tf.lh -llf) 


Respuesta 


-0,487rad/s 


PR-2.16 . Un golpe seco sobre esferitas 

Dos esferitas de masa m están conectadas mediante una ¡ 
barra de longitud L y de masa despreciable. Se coloca el 
sistema en forma vertical sobre una mesa horizontal lisa y 
luego, mediante un golpe a la esíerita superior, se le 
comunica una velocidad horizontal v tí . ¿Cuál debe ser el 
valor mínimo de v ( , para que la esferita inferior se separe í 
inmediatamente de la mesa? 


o 



O 


ni 



m 
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a| Jarle a I* Mila superior una vdocid*| 
eMcW' c | CM s'el ««cnu se iraslaj» Cnn , 

™ *;l I 1 fl ’ 


4i* ,L ' 

vi' 1 


imv. tm'ÍJ v 


i> 


v,. 


rt J 


m + m 


o 

¿ 


c0 de coordenadas del centro de masa ambas 
p e* pl3rC lin alrededor del centro de la barra con 
h^jias $ , 7 para que la bolita inferior se separe de Ja 

;KlC u aceleración centrípeta debe ser superior a la 


5> dc 



h’> 


n 


-x 


¡2r 


1 


o 


^ - "* “777 


21 





por 


¡o tanto 


el menor valor de yq es 


»b = 



!■ 


n 


Respuesta; 


2t.i> 


pp-2.17* ¿ Tendón de la cuerda al pegar con el clavo? 

esferitas idénticas de masa m están unidas por una 
rda liccra e inextensible de longitud L. Las esferitas se 
colocan estando la cuerda horizontal con su punto medio 
encima de un clavo. ¿Si se dejan caer desde una altura 
H cuál será la tensión de la cuerda inmediatamente 
después de haber hecho contacto con el clavo? 


C 


- U2 —><— U2 - 


7T 

t É 

* 

: n 

1 

t 

1 Jj 


<2^- 
clavo 


C 


$ QluclÓn: Aplicando la conservación de la energía, 
hallamos la velocidad con que el centro de masa del 
sistema pega con el clavo: 


I 

— ( 2tn)v" = ( 2m)gH 


v 




La tensión 7 c]tic ejerce el clavo sobre la cuerda obliga a 
1^ dos esferitas a moverse en un círculo de radio U2. 
Aplicando la segunda ley de Nevvion 


v 


m 


m 


2pH 4mf*H 


{til) 
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ffespuésta: 
















































































. . vc ,celdas anguín 

PR-2.18. Adición vcctod.il de 

hrr «opones fij»« a ura 
lina rúala cmií moniaJa U1 . . , n | :1 figura. L ;l 
plataforma giratoria tumo m. a | r ededor de su 

gira con rapidez angular ^ ~ «ira con rapitlcz 

horizontal mientras que I a ^‘^^jelcrtieal. 
angular m, = 30 rad/« alrola or a • ^ ^ £| ins , an ic 

a) Según un oh«cn»dor «'«f" 0 - J|r , CCK ;„ del vector 
mostrado en el dibujo, el nu'duli . 

velocidad angular de la rueda? ¡ó j e | vector 

b) ; Ci.il «era el múdalo v la ^ 

aceleración angular O de i* rueda en es._ 

i. in en la ficura adjunta, en el 

Solución : al Como se ilustra en ■ d< ta 

t i .j cprtnr VClOClCiSÜ Üii r ul 
inMiirite considerado ti 

rueda es lo suma vectorial. 

W,„.t5,+.ri.-l.’Oi + JOv 

cuyo módulo es: 

, r > ■oír ^ fin- + 40-1' - = 50 rad/s 
5,,H»rH'••I 31 ' + 1 J 


„ forma un ángulo 0 con la horizontal. 




y i vj ■ v T * 


0= 36.9° 


:1 vector (i.i ,/j 

¡t>ti = (o¡ ahí = 30 / 40 *=■ 0.75 

b) Para calcular la aceleración angular derivamos el 
vector ui Á¡t : 

(/ _ í/ - dvh 




0) 


(O “» 



lit 


Donde liemos tomado en cuenta que el vector ot f no varía 
ni en módulo ni en dirección = O). Por otra parte 

el vector (Ti; es de módulo constante y gira alrededor del 
eje : con velocidad angular w ¡. por lo tanto: 


(lil), 

lil 


tü¡ X OI; 


«as = (3O: J )xf40y) = -I200r ra d/s 2 

El vector a ÁB queda en dirección perpendicular y 
entrando al plano del papel. 


Re$puest& 

a) ttí AB m (30: + 40y) raJ/s 

b) ñ Aft = - 1 200.1 rad/s- 
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?P 


-2JV 


balante 


un helicóptero está ascendiendo con 


. I() in-*»*■' . uw uw 

pn vlC . jad vertical de 10 rn/s y una aceleración de 0,5 

< vf Mih¿li«‘ i ,ri " l,p '' 1 ^" e rail¡ " » « 5 ro. c>a 
„t/¿- ‘ cn un plano hori/.vntol y gira a una vd„ ci( | : ,j 

0 ri^ nt ‘ H ‘ - 3fK) rpm. >m P^nlo /* ubicado en el 
anP ü,iir j c | ;i hélice, y respecto de un observador que está 
^Tierra. dctcrmiHe cn esc instante: 

’ l -l° ^ tor velocidad í>, b) La aceleración 7i r . 

íj) 


cilindricas (r , cp, :J. La velocidad angular de 

L 



; a) Resulta conveniente escoger un sistema de 



¡re es: 


(0 



a a/re v). 


(óOs/min) 


C = IO.t: rad/s 


velocidad tangencial del punto P en el borde de la 
hélice que tiene un vector posición r = 5r m. es: 


y 4 , - w x r 


- -(I0/¿rad/s)x f 5rm)* 50 .tí : x r jm/s = 50rr0 m/s 

[ a velocidad total v del punto P es la suma vectorial de 
su velocidad respecto del centro de la hélice y la 
velocidad de traslación de la hélice: 

Jt 

v = r + v z = ( 50.70 + 10 :) m/s 


/v /= ^/í50.t")' + (10}' m/s = 157 m/s 


b) La aceleración tangencial del punto Pes cero. 


TL =íí xr = 0 

V 


y la aceleración radial: íí r xL»( IO.t:) x(f 

ó r =■ 5tX)/r‘ (: x 0) m/s- = —500 jt“ r m/s-. 
La aceleración total es: 

ct » 5 r + + a. = (-500.7" r + 0,5:) m/s 2 

1 á/= Ví 5(k, ^ 2 ) : + (0.5) : m/s 2 = 4,93x 10 3 m/s : 
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PR-2,20 . El centro de una escalera que desliza 

Una escalera de longitud i está apoyada sobre una p 
vertical. Se ata una cuerda al pie de la escalera y > 
horizontalmcnte con una rapidez constante vr- 

a) Demuestre que el punto medio P de la * sca Jf 1 ‘ 
mueve según un arco de circunferencia de radio 

rrnírn ni O 

b) Determine la velocidad angular de la escalaa en 
función de la distancia x del apoyo B a la pared. 


Solución: a) De acuerdo al diagrama vectorial mostrado, 
podemos escribir: 

38 - OS - üK = Leos ¿c - Uentpy 
Ll vector posición del punto medio P es. 

r-üf* -OA+ - aS- L$en$y + -(cas4 ir - sentp)') 


r = ~(cosijix + senipy) 


y su módulo es constante: 


L I —í T~ L 

Ir I - — Icos’ <p + sen‘<p ■= — 


Es decir, el pumo P se mueve en un círculo de radio U2. 

b) La velocidad del punto B es conocida: 

dx d dtp 

Ya » — - — {Leos ó)» -Lseiup — 
dt dt di 


Luego: 


v 


0) B 


R 


V 


fí 


dtp 


dt hentp JjJ _ x 2 


PR-2.21 , Rodadura sin deslizamiento 

Un disco circular rueda sin deslizar sobre una superficie. 

a) Demostrar que el módulo de la velocidad tangencial de 

un punto de la periferia, relativa al centro, coincide con la 
rapidez tic traslación de la rueda. 

b) Demostrar que el vector velocidad v de un punto P es 

cZrreS neaqU£UneeSe ^“-'P-de 



Escalera 




Respuesta. 
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lüC lón :«) Cuan ^‘ a n,c<la , ha ;**> «n % u i„ ¿ J 

^íflitJ dc i,rC ° ' " f l ’ S “ '' tllsIancia -r que se ha ¡ 

|t)bf ja su centro de masa (figura a). P„ r |„ tanl0 

tr * _ tiorn _ ¡w j 

,n “ H< ú, ; ' Rl ° 


„ i,, c ir. la rapidez tangcncal v, = K„, de un pu nt „ *, 
^ re | a tiva al centro, es igual a la rapidez del centro dc 

(tl353* 


r w v 
1 cm x t 


b) según se ilustra dt la figura b, el vector posición del 


P 


unto 


p respecto del punto C de contacto es: 

Rsen Gx+ (R + Reos &)y 


i as componentes cartesianas de la velocidad tangencial 
del punto P respecto al CM son: 

- v, cosflx - VjSenOy 

Por otra parte, la velocidad v del punto P respecto al 
suelo, es igual a su velocidad tangencial r f respecto al 
CM más la velocidad de! centro de masa v rm (Fig. c). 

v = v, + v cni ” v t eos £7v - v t senQy + vyt 

Si efectuamos el producto escalar r m v , tenemos: 

= [RsenOx + (R + Reos9)yJ•[( v,(l + cosOix - v^enQyf 
r *v = v t {Rsen 0 + Rsen0eos 0 - Rsend - ReosQsendJ » 0 

El producto r • v se anula y como r y v son vectores no 
nulos, se deduce que son perpendiculares entre sí. Queda 
demostrado que el vector velocidad v de un punto P de la 
rueda es perpendicular a la línea que une ese punto con el 
punto dc contacto. 


Nota explicativa .* L1 resultado anterior es consecuencia 
de que la velocidad de cualquier punto del borde es la 
suma vectorial: 


y y + y 
v 1 1 T * cm * 


Fin la parte mas alta de la rueda, los vectores r, y v [7 „ 
apuntan en la misma dirección y son aditivos: v = 2u)R. 
Mientras que en la parte más baja, apuntan en direcciones 
opuestas y se cancelan, resultando: v = 0. 


R 


CX1 < 

i 

f r 


0 ) 


- ^ 

* ^ 3 - 

y 



_ 



x 

iFig, a) 



(Fig. b) 




V=0 vj=0 

(Fig. d) 
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Como la rueda no desliza, el punto de contacto ton a 
superficie estará instantáneamente en reposo > la rUL ,l 
gira momentáneamente alrededor de ese punto, .n 
general, todas las partículas del cuerpo describen arcos 
circulares a una rapidez angular, ok con centro en el punto 

de contacto. 


RB“2.22. Los puntos de una rueda siguen una cicloide 

Una rueda de bicicleta de radio R = cO cm, rueda sin ¡ 

- ni ’ s ‘ | 

Determine el vector velocidad instantánea relativo al 
suelo de un punto P de la periferia ubicado a una altura h 
- I8 cm por encima del centro. I 


Solución' Fd vector velocidad instantánea y de un punto 
en la periferia relativa al suelo es la suma vectorial de v rr „ 
y la velocidad tangencial v, relativa al centro de masa. 
Del triángulo formado por los tres vectores tenemos; 


y m y 4- y 

1 1x 'cm 


Efectuando el producto escalar: 

v 2 - (V, + V fm }•( V; + v r „, ) - vj + 2v t * v, ffl + v¡ 



m 


i r J 

r * - v‘ + 2v l v tnt eosO + v‘ 


m 


Siendo el ángulo entre los vectores v f y v rm . Tomando 
en cuenta que lr ; l - IF rm l, y que cosí? - h!R, tenemos: 


v * - * >2 cm( ¡ + cosd) - 2v¡ m {! + -) 

A 


4 - 


18 

2( 12m/s)~(l + —) = 461m‘/s" 

30 


v = 21,5 m/s 


El ángulo ó que forma el vector v con la dirección ’ 
horizontal se obtiene, si tomamos en cuenta que el 
triángulo de la ligura es isósceles, ya que Iv.l = Ir I: 

* * » f 


y i 2 21,5m/s 

cos<p --- — _ «= 0,896 


v 


cm 


2xtz 


<p = 26,4' 


A medida que rueda sin deslizar, la trayectoria de un 
punto de la periferia es una curva llamada cicloide. 


cm 
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v 








**213 m 

0 = 26 . 4 ’ 


, que consiste de un cilindro de radio r y de dos 
ju _ extremos de radio R > r, rueda a velocidad 
discos^ 5 - a poyando su parte cilindrica sobre una 
c0(lStaI, > áspera colocada horizontalmente. 
st)pCrfÍ ?velocidad tienen los puntos extremos A y B que 
u) ¿Q u n cn la periferia de uno de sus discos en la 
* cnCÜ ^ ca | que pasa por su centro? 

Iínffí r áles P untoS de l0S dÍSC ° S posecn una veloc idad 
x de igual módulo que la del eje del carrete? 

instantánea 


b) l 



ti 


¡¡!C ¡¿ n: a ) El punto P de contacto del carrete con el 
Tiesta instantáneamente tijo y todos sus puntos giran 
P alrededor con la misma velocidad angular. Según se 
¡lustra en la figura a, para los puntos A y O tenemos: 


ÍU 


v '.-t v 


R+ r r 


tf + r _ 

Va-< - > v 


mientras que, para los puntos B y O tenemos: 



r 


(Ü 




R-r 


v 

r 


K-r 

V B “ “i- ) v 


b) Como se ilustra en la figura b, todos los puntos 
situados en una circunferencia de radio r y cuyo centro es 
d punto de contacto P, tendrán la misma rapidez (v = wr) 
t i uc ^ que tiene el eje del carrete en el punto O. 



(Fig. b) 
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PR-2 .24. Una estera que rueda por canal honiontal 

Una esfera ríe radio * = 10 cm rueda sin deslizar sohrr lo' 
bordes .le .los placas paralelas honzontales que están 

separadas («ir una distancia </ - l (l cm _^ a ' c <K '. i ,j 
centro de la esfera es v = 3 m/s. ¿cuál es la vel.vtdad 

angular iic rotación tic la esfera? 



Solución: Cuando la esfera rueda sobre las dos guías 
paralelas, el radio de giro r se obtiene de la construcción ¡ 

geométrica mostrada: ¡ 


Js 


r.JP -m/-y t -V*'’ -ir i?r - R~ : 


y la velocidad angular de rotación es: 

l-Tj-rWí rad/s 
r R -Jl 0,1 m v3 



íhR U 



e$t¿ 


PR-2 .25, ¿ Oué ángulo gira la polea? 

Una pesa es levantada mediante una polea de radio R - 30 
cin, como se muestra en la figura. Si el extremo P de la 
cuerda es elevado en una altura h = 2,4 m y suponiendo 
que la cuerda no desliza sobre la polea: 

a) ¿Cuál será el ángulo de rotación de la polea? 

b) ¿Cuánto se eleva la pesa? 





Solución; a) Cuando el punto P de la cuerda se eleva 
una distancia h. un punto cualquiera en el borde de la 
polea viajará la mitad de esta distancia: 

y-fr/2- R&d 

Por lo tanto, el ángulo de rotación de la polea es: 

h 




2.4m 


2R 2<0,3m) 


= 4rad = 229° 
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. • decir: 

D 1 ! 


j c va en la misma distancia que lo hace el 

St * 


(f 


v 


h/2 = 1.2 m 



, suspendida mediante una cuerda que está 
tina f* 5 * C ! una país» doblc * de radios «'Priven | y 

q^dá et , _„ ,I»* hi ñisñil 


pin* r M en u nd r ’ a j 

i d'i que la dcscicndCt 1:1 CUc ‘ rda superior se 
<. A ^ ‘ y | a polea va subiendo. Suponga que en \- 

Í cní°l lan , 1 ¡a pesa está bajando con una velocidad v 

.•ofltí * i * _ „ l nol/'fminr» mn * 


dado, *‘ l t JV ' . 

¡tid* 1 * 1L r ^cióri lineal u ¡¡. Determine para ese instante: 

Jipatee _| ,|^ rnhliln rtnt i* lí> rl>> la r,/\ I.. 


un 
8 


re ieraeiw“ ■■■■ 

y ..ración lineal de subida del eje de la polea. 
a ) l* ace , t ¡ 0 cidad angular y la aceleración angular de 

¡£"* 1» P< 1,C3 


dónta) Suponga que cuando la pesa baja, la polea 
0 desde su posición angular inicia!. Esto 

•Tica q uc su cucrda exter * or se desenrolla en una 
sfcjtJjd r .0, Al mismo tiempo el eje de la polea sube y 

cuerda de suspensión se enrolla una longitud rjj. En 
esu situación las posiciones verticales del eje de la polca 
del bloque respecto aí techo son: 


y 


- « - - r ü 0 , y fl «Va + r b d-r a e 


yp = yp 


y° y v/i las posiciones iniciales del eje de la 
polea y de la pesa respectivamente. Derivando la distancia 
v fl respecto al tiempo: 


í/v 


/i 


clO 


n 


. < r b - r u >T “ < r h - r u ku 

at ílt 


La velocidad angular es: 


v 


ID 


ti 


r b - n, 


Derivando de nuevo respecto al tiempo, obtenemos la 
aceleración angular: 


a 


dvpt . . do) 


n 


dt 


( r h ~ r a I ~T “ f “ r íi ^ 
dt 


a 


a = 


n 


r h~ r a 


Clnemátl 
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PR-2.27, Un carrete que rueda por un plano inclinado 

Un cnrrctc constituido pf>r un cilindro di’ radio r \ do% 
discos de nidio R > r. se coloca sobre una rampa c 
inclinación 0. apoyado sobre su parle cilindrica. El carrete 
rueda sin deslizar v en un momento determinado os 
puntos de su eje llevan una velocidad v 0 . Determine los 
vectores velocidad de los siguientes puntos ubicados en la 
periferia de los discos: 

a> Lcis puntos A y B en la línea AB perpendicular al plano 
inclinado, 

b) El punto C ubicado en la línea horizontal OC. 


$QfVC(ón: Como el carrete rueda sobre su parle 
cilindrica sin deslizar, los movimientos de rotación y de 
traslación están relacionados por: 


'Ym " v o “ t,ir 


ti) 


O 


(-Z) 


Siendo u) la velocidad angular de rotación alrededor de su 
eje. La velocidad de cualquier punto P del carrete está 
dada por la suma vectorial de la velocidad del eje, v ü más 
la velocidad v P 0 , del punto P debida a su rotación 
alrededor del eje, 

v r “ v o + y F/o = v tJ + x \>p 

a) Para aplicar esta relación, escogemos coordenadas 
cartesianas con ejes paralelo y perpendicular al plano 
inclinado. Para el punto A: 



v 


() 


vu “ + w * r OA “ v o x + ( - z)x(Ry) 

r 

“ v 0* + my 0 (l+ —)x 

r r 
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0.5 ni . , 

| +-) r - 30 v m/s 

0.1 rn 


pjrí> c 


1P 


uní 11 


0 la velocidad es: 


V 


O - 


*71 


¿ +r tjxron 

vn 


i’B * O r T 


Ynx + f-:M -/fvj 


R 


Vfi 



0,5 m 

0.1 m 


).c = - 20i m/s 




punto C, la velocidad es: 



- .ÓX TqC ** * O 

v c *'0 + 


ajg + (-—Z) * í Reos ffr + Rsen fK <) 


X 


Ve 


v c ~v 0 t(‘ + r sene)x 'j coseyl 


+ 2^,en30").f— cos30»v] 

0,1 m 0,tm 

.(\l5x-\25'Jly) m/s 


Respuesta; 


R 



■ri v a " v o^ + t = 30 a m/s, 

r 

R 

y fj - v 0 ( / - — )x « -20 i ni/s 
r 

b) v ( ' * (I7.5.Í - 12,5i/3v) m/s 


V C 


p[|«2.2Bi ¿Qué velocidad lleva el centro de ese disco? 

En un disco circular de radio R = 4 m, se observ a en un 
cierto instante que tres puntos de su periferia tienen las 
siguientes componentes de sus velocidades; 

A (-R, 0): v Al = +4 m/s, 

Bfí), ’R): v By = -3 m/s, 

C(Rcos45‘\ Rsen45°): v Cx - +5 m/s 

Calcular en ese instante; 

a) La velocidad angular del disco. 

b) La velocidad del centro O del disco. 




*' a) La velocidad angular queda en el eje < 
(«■tic) y la relación entre las velocidades v A y es: 

v c -? A +t5xr CM 

v c¿ + v Cy y - v Ax ; x + Vu y + (oz x [(R + Reos 6)x + RsenBy) 
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Podemos separar esta ce 


: uacion vectorial en las 


componentes escalares y tomando en cuenta los priniucto 
cruz de los vectores unitarios son z*x ■ 5‘ > „ x \ - -a • j 


encontramos; 


v C , -v Ax -utRsenO 


( 1 ) 


+ íri/vf / + cosO} (2) 


De la primera rebelón 
disco; 


obtenemos la velocidad angular del 


ni 


4m/s-5m/s J2 rad 


RsenQ (4m)scn45" 4 s 




b) Escribimos ahora la relación entre las velocidades v A ) 

■*- 

v ¡¡- 

v n - v A + (7j x r BJA 

v Bs x + v {t> y - v M x + v Ay y + w£xf*r + Ry) 
Separando en las componentes escalares; 


v 


fix - v Ax + lüR 

(3) 

Bv “ V A\ + wR 

(4) 


De la relación (3) hallamos v Bt y de la (4) hallamos v Av : 


l 'fl» " l Av + lüR “ 4m/s + (——rad/s)(4m) = 2,59m/s 

4 


J¡ 

v áy “ V B\ - lú R “ -3m/s - (—— rad/s)(4m) * -1 ,59m/s 

4 


Hallaremos la velocidad del centro O del disco a partir de 


V é * 

1 A * 


v O m V A + &X fa/A * v Ar* + V Av y + CÜZ x ftí 

JJ 

v o = Am/sx -1,59m/sy + (-rad/s)(4m)v 

4 

*o * (- iyJm/s 
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fí«£í/es&' 


a) fo*= - 


V2 


b) v r> - (Ax - JyJ nVs 
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^ tc en forma dc yívy0,1 e radlt) * n,Cr *or 

_ aj 


(-■r> *• 'í •" hi1 ” lfc: *«“»»'. 

¡¿L ,*«*•" «™ * ¡ 

^ , n |fl ¡1g ura ' I H . * m/s. Si el carrete 

. .Auii e n _ — rUc da sin desliar a ~— 

^‘izar, determine: 

La velnrííi i i 

; r „„ , Kldld angular ( | c 

l oiacmn del carrete 

! b) U Vc,ocidad de traslación del 
i cen fro del carrete, 

c j u lon 8" ud ‘in hilo que se va 

desenrollando cada segundo. 

I 




clÓR' a ) ^ movimiento de rotación ocurre en el 
S^TjTnor lo tanto el carrete gira en torno al eje 
p,aD °mos determinar tanto el módulo como el sentido de 
Puesto íjue el yoyo medü SÍn deslizar ' eI punto B 
"contacto estará siempre en reposo respecto a la 
oerfirie (v fl - 0). La velocidad del punto A es igual a la 
velocidad del punto B más la velocidad de A relativa a B: 

F a = v 5 + wxF a// , 

Va x - 0 + coz x (R + r )y ~üj(R+ r)(-x) 


lm/s 


U) m ~~ 


R + r l,5m+lm 


-O^rad's 


Es decir, el carrete gira en tomo al eje ; en sentido horario 
con velocidad angular: 

¿j« -0,4; rad/s 

b) La velocidad del eje del carrete, v Q es igual a la 
velocidad del punto B más la velocidad de O relativa a B: 

v 0 -v fi +¿)xf 0/fi mO+-^-(-z)xRy> 



R + r 


Rv 


o 


x 


1.5mxlm/s * 


R + r l,5m+lm 


.t - 0,6 -í vais 



> v o * e l hilo se desenrolla. Bn un segundo, el 
Mo A se desplaza 1 m mientras que el centro O se 
es plaza 0,6 m, por lo tanto la longitud de hilo que c * 
Enrolla en ese tiempo será L = 1 m - 0,6 m = 0,4 m. 


Respuesta : 


v¿ . 
a) oí-— r*-z 
R + r 

Rv 


■0,4! rad/s 


4-í «0,6í m !s 


R + r 

c) El hilo se desenrolla 0,4 m 
cada secundo 
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3 R-2.30 . ¿Se enrolle o se desenrolle el hila? 


IBM. enrolle oseo. [ R c „, M hilo 5 , ^ . 

Jn carrete de radio interior r ««O m > »J ^ con velocidad 

' a -«« - .«•, “S55íf¿-*- ‘ " »»5 

vobre el piso horizontal, con ci nmi 



rueda sin deslizar, determine' ^ 
a) l- 11 'elucidad aiu^u 

de 


& ■ r 

rotación del carrete. 

b) La velocidad de tras| ac ¡ ó 

centro de! carrete. 

C) ¿Se enrolla o se desenroiu 

hilo?, ¿qué longitud de hilo c| 
— u pn r 


¡el 


segundo? 


riórv n El vector velocidad angular queda en el eje j 
determinar tanto el módulo como el *nt* 
Puesto que no hav deslizamiento, el pun o B 
.le contacto estará siempre en reposo respecto a a 

_ ■ o i | a velocidad del punto A es igual a la 

superficie (i>,-íH. ui'ciiKiuuuut. i 

velocidad del punto H más la velocidad de A relativa a B. 

v A “ v¡i + (Ü x 

v A i - íí + tu: Xf R - r)y « wf J? - r)(-x) 


Y 


<!) “ - 


* 


Ir 


m -2rad/s 


R-r I,5m-1m 
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Es decir, el carrete gira en torno al eje : en sentido horario 
con velocidad angular: 

B 

rad/s 

R-r 


b) La velocidad del eje del carrete, v 0 es igual a la 
velocidad del punto A más la velcK’idad de 0 relativa a A: 


>'o - V* ,1»xr 0M - vv + ' l-Uxrv 1 

K-r , 


v 0 - v A x + * 5 - v*( /+ )x - ( - Jv a 5 

c A R-r R-r R-r A 

1 

l^m(lm/s). . 

r *- x K 3 x nvs 

i ,5m-lm 

c) Como v 0 >v a el hilo se enrolla. En un segundo, el 
centro 0 se desplaza 3 m mientras que el punto A se 
desplaza lm, por lo tanto la longitud de hilo que se 
enrolla en ese tiempo es L - 3m - t m = 2m. 

Resmtesta; 

a) tu •= 4 (-z) - -2:rad's 0 

K-r 

ó) v 0 = 5 = 3 A' m/s (-*) 

j R-r 

C) El careete rueda hacia la 
•derecha y el hilo se enrolla 2 m 
icada segundo. 



© D. Fugue roa ■ Cap.2; Cinemática de Rotación 


' 1|11C está viajando liada la derecha con „„ 
(J itii' in q , s m/s. lleva sobre su plataforma lln lllK 
l, Li JJll D ? 0.75 m. En esc instante el tubo está ¡. iranJ( 
en scnlidc* nnti-l.oruno. n una ve|, K ¡Ja 


i-íí 1 ”Y,., r en sn " 

i,*dl/ 1 i je 

(1 tK ‘ 4rnd/s. 

d 1 t .r lií " \ 


lilhn 
n 
u1 



centro o lH . ( del 

luho »■ ,i,i 

superior A rn ■ ' L l )un,tl 

1 1 A en esc inviam c: 

; c„¿r U " ..- - c, 

i uirj ««-i camión 
I el^ué vci.vidad angular dete* 

: S q u . ,. , 11 *’ Cn ‘‘se instante para 
d ' ***** e» el sudo le 

DÍ ZT .* eenlro de, 


^ iáfV La velocidad angular tu se dirige hacia fuera 
al P ían0 del movimiento. El punto B de 
^to con la superficie estará siempre en reposo 
c0 . L al camión, puesto que no hay deslizamiento, 
p^pecto 0 bservador en el camión, v B - Q y las 

-¡ttf centro O y del punto A son: 

, n ¡t B +(üx f nl u =0 + (4£—)xfO,75ym) = -3.f 


Vfl 


reíd 

v -v a + wxrvfl =^+f 4 =— 


J x f 1,50y/n) = -65 m/s 


hi Según el observador en el suelo, las velocidades de tos 
diferentes puntos del tambor son el resultado de la 1 
superposición de las diferentes velocidades respecto al 
camión y la propia del camión, v t . = 85 m/s. Así el punto 
Rile contacto lleva la misma velocidad del camión: 

v fl = 0 + 8.5 m/s = +8.v m/s 

v 0 = - 3.5 m/s + 85 m/s = + 5.x m/s 

v. = -6.5 m/s + 8.5 m/s = +25 m's 

c) Para que el observador cn el suelo vea estacionario el 
centro del tubo, la velocidad del centro del tubo según el 
camión debe ser de igual módulo y sentido opuesto a la 
propia del camión: 

Vq - 0 + (ü x r OÍ í} - n£ x Ry *= -luRx « -v c .r 
tu - v c / R «(8m/s)/0,75m = 10,7 rad/s 


Ohitnuular en el camión 

A 



B 


Observador cn el suelo 
A 



Rssjmsis: 


fa) v 0 = -3jc m/s, v A - -65 m/s 
¡b) v 0 = 55 m/s, v A = 2.5 m/s 
¡c) w = 10,7 : rad/s. __ 
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PE-2.Q3. ¿Cuál es ¡a aceleración angular de la rueda ? 


-- „,« verdad#* 7 

PE4M-¿ Cuál de esUS ellrm * el ° n . r SU J 

. -ire-dcdor de un eje f*J ' ‘ ' i 
Cuamlo un cuerpo rif¡J° £' ra 

diferentes puntos.,. ,-incidides angulares* ■ 

a) Pueden tener diferentes' - onCS angulares. 

b) Pueden «nerdiferenu^.^ I 

c) Tienen la misma «cclerau ¡a] . . 

,1) Tienen la misma acclcracton m ^ vcrdadc ra. , 
c) Ninguna üc las af,macones antena • ^_ 

__ __—_* 

PE-2.02. Meses con el aspa ! 

Una mosca se posa en un ^"^ ^p^'gi’rT a velocidad ¡ 
un aspa de un ventilador. ^ ¡ siguientes diagramas 

anpular constante, ¿cuál i n r vectores velocidad 

representa mejor las direcconcs de lo^ectore. 

y aceleración lineal de la mosca en esc instan 
en la iigura de la derecha? 


Una rueda está girando con aceleración angular constante, 
La rueda tiene un marca pintada que en el instante ^ = 0 
señala hacia arriba. En el instante /; = ls la rueda ha 

girado una vuelta completa y la marca señala de nuevo 
hacia arriba. En el instante t 2 = 2s la rueda ha girado un 
total de 2.5 vueltas y la marca señala hacia abajo. 


¿Cuál es la aceleración angular de 
la rueda? 

a) a - 0,5 .r rad/s 2 

b) a « jx rad/s 2 

c) a - 2,5 rad/s 2 

d) a = 2 /r rad/s 2 

e) a = 3xi2 rad/s 2 
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PÉ 


. 2.04 


Vc loddnd angular Inicial de h ruede 


de nuevo la rueda del problema ante 




nor que 


íi = 


fo n ' , r ,ndo ton aceleración angular constante. ¿Cuil 1 
«M* f 3Íl angu'^ * la rueda en el Insume ¿ia, 

la vc ,oC 
0? 

. 1 ) <”» 


& ~ > 


■? 0 rnd/s. bí fo o **X rad/s, c) (u, . i 


> " -.o rad/s 


d) ^ 


Vt/ 2 rad/s, cj oi (í » 4/r rad/s 


p0j)5- ¿ Hac!a dÓnde 3punta Cf Vector ace foración? 

jn te figura sugiere una fotografía estrnboscópica 
U "¿7a iS uales intervalos de tiempo) de una marca 
(l h-, sobre el borde de un disco que está girando. ( Cuál 
> eC ■ ve ctores indicados representa mejor la dirección de 
ie | erac ¡ón instantánea en el pumo P? 


latí 


a) A 


b) B 


cJC 


d) D 


ej E 


\ 




Oispositivo de frenado de una sierra circular 


i 


Una sierra circular tiene un dispositivo de seguridad de 
manera tal que cuando la velocidad angular es w üt al 
apagarla el disco alcanza el reposo en una vuelta. 
■Cuántas vueltas daría el disco antes de detenerse si se 
apacara cuando la velocidad angular fuese 2aj f) y es 
frenado con la misma aceleración angular? 

a) 2 vueltas b) 4 vueltas c) 8 vueltas 

d) 16 vueltas e) 24 vueltas 




PE-2.07. ¿Cuál es la velocidad de ese punto? 

1 

f 

En un punto de la periferia de un disco de radio r = 0,4 ni ¡ 
que está girando se observa que el módulo del vector i 
aceleración lineal es I7i I = 14,1 m/s- y forma un ángulo 61 

= 135° con el vector velocidad. ¿Cuál es la velocidad de 
ese punto? 

a) v = 2 m/s b) v = 2,37 m/s c) v = 4 m/s ¡ 
ti)v = 5,6m/s e)v= 14,1 m/s i 
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d) (t.S,44 minutos e) 32,72 minutos 


PE-2.11 i ¿Cuál será el desplazamiento del bloque? 


PE-2.08. Tres engranajes del meconismo dt un rc^¡ 

1 res engranajes con distintos números de dientes. n, 
n h = 30 y « = 10, están acoplados como se indica en i 
figura. Si el engranaje ir gira con una rapidez angular^ 
= 6 rpm, el engranaje n t gira con una rapidez angular. 


í M “ 


ni rn = 3 rptn en sentido anti-horano 
= S rpm en sentido anti-horario 
) rpm en sentido horario 
12 rpm en sentido horario 
IS rpm en sentido horario 


P E-2.09, Acoplamiento de cuatro engranajes ¡ 

| 

Sean cuatro engranajes A. B, C v D con ejes paralelos y 

se encuentran acoplados como se indica en la ligara, hl 

radio de C es el doble que el radio de A. El radio de A es 

ii’nal al de D v a su vez el doble que el radio de B. 

#■ r 

Si la rapidez angular del engranaje interno A es ¿cuál 
será la rapidez angular del engranaje externo D ? I 


b) 2nc, c)4nj r , d) 8íf/ 0 e) 16w u 


■ 

PE-2.10. Alineación de las agujas del reloj 

i 

El tiempo que transcurre entre dos coincidencias < 
consecutivas de las agujas de un reloj (cuando quedan | 
sobre una misma línea recta) es: 


a) 27,28 minutos b) 30 minutos c) 60 minutos 


Si se jala la polea por su eje p; 


Una cuerda inextensible tiene un extremo fijo a la pared y „ w ltl p „ lkiU (JU1 au LJU 
el otro extremo está unido a un bloque después de pasar desplazarla una distancia </ ha 
sobre una polea. El bloque está sobre un plano horizontal. : la derecha, ¿qué distancia 

desplazará el bloque? 

a) dil 

b) ti 

c) 3r//2 

d) 2 ti 

c) 3J/4 
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i 


A Angulo glr» IB rueda? 

v 1( |¡o t ruflí» sl " Ucsli/jir sobre una pis !; 

o cuando el eje de la rueda ha c¡ niü(l 

..i r . ,.tnlO ,v ’ . _i.. l..i—/ ..• i 


i*>!Je fil ‘ "í„ »¡sta. la rueda habrá pirado sobre 


pl 


Sil 


n Ir 


,r n 

b) é ** \ ~“t" * 
r 


R - r 

c) - >e 

r 


¡)l 0Í í'- r 


íi_10, e)i¡>=0 



cón70 determinar la velocidad de una bala? 

dnar * a velocidad de una bala, se montan sobre 
[>itfd e,crn \‘ dos discos de papel que giran a velocidad 
u n n'' snl " J 50 ra d/s. y a una distancia d - 1 2 m. Si al 

"una bala, en los discos quedan agujeros 
por un ángulo Afl = 0,4 rad, la velocidad de esa 

¡£p*ya 

es: 

v _300 mis, b) v = 240 m/s, c)v=i50m/s 

d)v = 400 m/s e) r = 600 m/s 



pE'2.14* Deslizando una tabla sobre un tambor 

l 

Una alumna sostiene el extremo de una tabla de longitud j ¿Qué distancia debe caminar la 
¿ mientras que el otro extremo de la tabla descansa sobre alumna para llegar hasta el 
un tambor cilindrico. La tabla se halla horizontalmente y tambor, de modo que el extremo 
cuando ella comienza a empujarla hacia adelante, el I a ta ^ a quede ubicado justo 
tambor rueda sin resbalar, ni en el suelo ni en la tabla. | enc i ma del centro del tambor? 



a) x 

b) x 

c) .r 

d) .t 

e) .t 


i 

U2 
3 m 
3L/2 
2 L 


* Verifica tu predicción usando una 
regla y una lata de refresco. 


_L_ 
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U) A « tog < (i) C 
ti) A > iüfl “ ti)(- 
iO A - (Ü H > (»c 
Í0 A < 0)f f - 0>£ 
(i) A < (Ou - Wf 
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EEáUS. ¿Qué longitud de cuerda $e desenrollará? 


Un carrete grande descansa sobre el piso y tiene tina Si el carrete rueda detrás a 
cuerda enrollada. Una ahimna agarra la cuerda por un alumno sin resbalar, ¿ijuü |, ír ! C ^ 

i de cuerda se desenrollad ' 


extremo y camina una distancia I. sin soltarla. 


e 


arrete 7 


a) x 

b) x 
el ,r 

d) x 

e) x 


= i 
= ¿72 
= 3 ¿74 
- 3 ¿72 
= 21 


• Se sugiere no hacer el c\ per ¡ m . 
¡mies miar üe predecir el resultado * lr 


PE-2.16. ¿Cómo quedaré la moneda? 

Sobre una superficie coloque dos monedas una junto a la 
otra, como se muestra a la derecha. A continuación 
mantenga lija una de ellas y ruede la otra a su alrededor ¡ final de la moneda que eirá 9 
sin que dedice. 


¿Cuál de las figuras mostradas 
la izquierda indica la orientación 


MONEDA FIJA 

* Se supiere no hacer el experimento 
jsin ames tratar de predecir el resultado. 


PE-2.17. Rotación de los pedales en una bicicleta 


Cuando se pedalea una bicicleta, la rotación de la rueda 
dentada A se transmite por una cadena al piñón B, el cual 
a su vez está unido en el mismo eje con la rueda trasera C. 


Si consideramos Jas velocidades 
lineales y angulares de los puntos 
en la periferia de cada una de las 
ruedas, se debe cumplir que: 



Cantas vueltas da la rueda en el ñire? 
•lio I! = "•? »' va rodando sin dcsl, /; 

• r lt " . .i—i ..i .. -n 


... rtitln’ '' - uLMiia, p, 

‘fontal C80 m wtoeidad » = 2«m/ sy , 


ttltm 


a h = !"■ 




carrito móvil 


lina 


¿a de radio R = 0.5 m está situada sobre un carria 
^ za por una vía horizontal con una velocidad v = ; 

V 


‘I, i , r ucda se pone en rotación en sentido anti-horari 
^ vC ] 0C idad angular m = & rad/s en tomo al eje qu 
c° n UÍ1 f Sll C cntro. Si consideramos los puntos Ay Be 
^ Seria, podemos decir que los módulos de la 
13 lcScidades en esos puntos en relación con el suelo son: 


a) va = 7 m/s ’ = 1 

b) v-v = 3 m/s , vb =3 m/s 

c ) ya = 5 m/s , vb = 7 m/s 

d) va = 1 m/s , va = 7 m/s 

e) va = 5 m/s , vfí = 5 m/s 


¿Cüá 


mía-. 


rued 


:da ««entras w”’' np ! C,11S da 1» 
tslJ c n el air.i 


a l I vuelta 
3 vueltas 

c ) 4 vueltas 

d) 2n vueltas 
c > 4'J vueltas 



PE-2.20. Desenrollando aceleradamente un carrete 


Un hilo está enrollado en un carrete cilindrico de radio R j 
= 2,0 cm, cuyo eje central está fijo en un soporte. Se tira 
dd hilo aceleradamente desde reposo durante 10 
segundos y en esc tiempo se desenrollan 5 metros de hilo. | 
¿M fue la aceleración angular del carrete? 

v 

a) a = l rad/s 2 i 

b) o = 2 rad/s 2 i 

c ) «=5 rad/s 2 j 

d) o=l() rad/s 2 : 

a *25 rad/s 5 





PJ: Clnef nát/ca de Rotación - © D. Figueroa 
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A LAS PREGUNTAS 
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llt ^ eJ U| > cuerpo riintln ^ ■ ¡ *■ 

í vi* 10 ,i,.snlazamicnto angular ii, velocidad an 1 CScn ^° en úntaos de I; 

k ,u y Aeración angular a. 


■1S 


<,•*-*» tepi r , r c “‘.f 

variables estut liar la dinámica de -ilación. es decir h« ..i 

>,Cy » p r ° piedades quc causan ,os eamb¡ "'«éi «;sirr «?*** 

elí i¿tica s y !rti . ,u M... . imiult0 de rotaciti 

<T/ qéc es -I análogo de la masa. y el -erque. í. que esrá re hiJ lonado C(m „ fuem 
íS» de inercia respcc-o a un eje considerado, depende no sokmeme del valor de la 1 
,C=rpo. sino también de como es,a «tan uida la masa con relación a dicho eje. E, ,orqu 
" Lo de una fuerza depende del pumo del cuerpo donde está aplicada dicha fuerza. Veri,, o 
C | torque neto que actúa sobre un cuerpo rígido determina su aceleración aneular en la 


|S V las propicüjucs H UL ™ cambios en el movimiento u . 

-uando se aplican las leyes de Newton a la ro,ación, es necesario inmT'"' ^ 
; físicas que son análogas a las de la dinámica de traslación: estas son- T? 

.i r,nóinon Hp in mnssn v pi frvm,>« z . ■ momento de 


y 

1S 


mte ci r , , .aiiLutar. en i: 

4 SIÍia manera que la fuerza neta sobre un cuerpo determina su aceleración lineal. Es decir h k. 

Lamenta! de la dinámica de un cuerpo en rotación es: r./fi, •• 0 torque de las fuerzas 

externas que hacen girar un cuerpo rígido en torno a un eje dado, es igual al producto del 

momento de inercia del cuerpo respecto a dicho eje por la aceleración angular del cuerpo". En el 

c aso mas general, el eje de rotación no está fijo en el espacio. Trataremos primero la rotación de 

un cuerpo rígido alrededor de un eje que está fijo en un marco de referencia inercia! (rotación 

pura). Posteriormente, se discutirá la rotación de cuerpos rígidos en torno a ejes que no están 

lijos en el espacio, específicamente \eremos que el caso común del rodamiento de un cuerpo se 

puede analizar como un movimiento combinado de rotación y traslación. 


En este capitulo Ud . encontrará aspectos relacionados con: 


• Momento de torsión o Torque 

• Momento de Inercia 

• El torque y la aceleración angular 

• Energía cinética de rotación 

• l rabajo y energía cinética en la rotación 

• Rodamiento: una combinación de rotación y traslación 


i. 


Ca P-3: Dinámica de rotación ■ 
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ppiNCIPIOS FUNDA MENTAL*. 


MOMENTO DE TORSIÓN O TORQUE 


j tendencia de una tuerza en hacer girar un cuerpo rígido 
I rededor de un eje depende de trc> propio 3 ev 


1) El módulo de la tuerza 

2) La dirección de la fuerza 

3) El pumo de aplicación respecto del eje de rotación. ^ 

Así por ejemplo, cuando tratamos de aflojar o apretar una 
tuerca con una llave inglesa, la acción sera mas efectiva, 
no solamente si aumentamos el modulo de tz fuer . 
también, cuando aplicamos la fuerza en un punte que c. 
lo más alejado posible del eje de rotación y en una 
dirección perpendicular al mango de la llave. ! 

-— _ 

Para cuantificar el efecto de la torsión de una fuerza se 
define el momento de torsión o (arque, por el producto 

vectorial del vector de posición r y el vector fuerza, F. 

T = i X F 

La unidad SI del torque es newton-metro: Nm. 

La dirección del torque r es perpendicular a ambos 
vectores r y F y el sentido está determinado por la regla 
de la mano derecha, según se ilustra en la figura. 


Módulo del torque 
¡ i I- rFsenQ = rj : 

Brozo de palonea 
r [ «= rsenil 


de rotada 


La distancia efectiva para el torque es la proyección del 
vector r perpendicular a la línea de acción de la fuerza, ¡ 
Esta distancia. se denomina brazo de palanca. 


Reglo de lo mano derecha 


Menor brazo 
de palanca 


Mayor brazo 
de palanca 
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<& 


«fio* 


INERCIA 


j c inercia de un sistema tic partícula 
ní in> ct,, ° c \ c de rotación es la suma de los producto. 

^ wcK 1 ^ 111 *. mi P° r ctia ^ r * K * n sus respectivas 

^f iC n i‘« silS • 


is 

s 


¡¡ti* ” lCf nendicult , rcs a dicho eje. 

ÍP „j3S • 




vlí’ nL 


/ •« rii¡ r i 


/ «t 

* + /// iTi + ^ fO ^ Mtt 


%r, 


i-f 


. del momento de inercia es: Kg-rn- 

^uni^^pec.osuopor.an.cs: 

ohs crve ^ (Jc j ncr cia depende de! eje de rotación. 

gimome" contribuye con más inercia al sistema 
bl^fmás alejada se encuentre del eje. 

^¡entras m _ _ 

i sistema consiste de una distribución continua 
Cua^ 0 c , ' SLima se transforma en una integral: 
de mal ¿ri3, 

jm. -I 


I 


I 


dm 


1 cálculo de /. cada elemento de masa dm se escribe 
toninos de la densidad volumétrica de masa,/* 

dm = pdV 

^ ral, la densidad volumétrica de masa es una 
función de posición, p-pfr). Cuando se trata de una 
placa de espesor uniforme, resulta conveniente definir una 

densidad superficial de masa,a (kg/m 2 ). 

Los momentos de inercia de cuerpos con geometrías 
sencillas son relativamente fáciles de evaluar cuando el 
eje de rotación coincide con un eje de simetría. Para ejes 
arbitrarios, el cálculo puede resultar tedioso, sin embargo 
existen dos teoremas que son de gran utilidad. 


TEOREMA DE EJES PARALELOS (STEINER) 

El momento de inercia de rotación de un cuerpo en tomo 
a un eje arbitrario /, es igual al momento de inercia en 
torno a un eje paralelo que pase por el centro de masa, 
?cs f* más la masa total A/ por la distancia entre los dos 

ejes, d, elevada al cuadrado: 

I = ¡ cu + McP 
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,,, ¡ nercia df m 

¡‘■flema tic fj parilcuhn 




Momento de inercia de 
un cuerpo continuo 


I 


I 


r 2 dm 
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TEOREMA DE EJES PERPENDICULARES 


EL TORQUE Y LA ACELERACIÓN ANGULAR 


Su mundo sobre todas las partículas obtenemos el torquc 
neto sobre el cuerpo: 


Secunda lev tle New ton 
pura ¡a rotación 


Supongamos una partícula de masa nt¡ de un cuerpo que ( 
gira en torno al eje La componente tangencial de Ja 
fuerza externa sobre la partícula i la hace girar en un 
círculo de radio r t en un plano xy. La aceleración 

tangencial está dada por la segunda ley de Newton: i 
i) = m t a ¡. L1 módulo del torque asociado a esta fuerza es: 

t¡ -r¡F¡ = /•/*,«, i 

Como todos los elementos de masa giran con la misma 
aceleración angular, siendo a¡ - r f a , tenemos: 

i 

T¡ = rf a 


Para un cuerpo plano, la suma de los momentos de inercia , 
en torno a cualesquiera dos ejes pcrpendiculaRS en el 
plano del cuerpo, es igual al momento de inercia en torno 
a un eje perpendicular al plano que pase por su punto de , 
intersección. 

/1 + I y = h 

Este teorema es aplicable únicamente a figuras planas 
(placas). La demostración de estos dos importantes j 
teoremas está dada en la sección de problemas resueltos. ¡ 

i 


ALGUNOS MOMENTOS DE INERCIA 
(En torno a un eje de simetría que pasa por el CM) 


al Cilindro macizo b) Tubo <> amibo 


I 

- - MR" 
■) 


t tn 


ct Barra delgada i d) Esfera maciza 

. y 

i .—Mi? 1 /_, = —MR 2 
c " 12 I 5 


l ) Esotro htife 


hm = MR 2 
J 


^ neto 




la = la 


r.,„ 


ficto 
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* 


Z' brc «rl cucíP» es debido únicamente a | ls ; 
/ 0 V 10 va que los internos de cada par d c ¡ 

(ll'^lcf^Lales y «>P‘ ICS|0S ? « anulan. Se puede i 
rfpf S*’" relación: T„ r ,„ - /« es valida cuando: j 

( V' rí :/.n está H j< i en posición y dirección 
• c dc r0tíl , v 

. traslada con aceleración y el eje de i 


y 



¡Jií 


R GÍA 


CINÉTICA de rotación 

cuerpo rígido gira en tomo a un eje fijo, una 
^ndo - cuer po de masa tn¡ ubicada a una distancia r¡ 

pación, tendrá una velocidad v, = *,,, s ¡ endo 

jcld* «locidatlangtilar que es común a todas las 

,0 13 VC de [ cU erpo. La energía cinética total es la suma 

fl artM l3S cinéticas de las partículas individuales: 

Las energía' 1 




■m¡ (ojr¡)‘ 


1 


Joj 


Tomando en cuenta que: £ 


tenemos: 


1 2 

K—lo 

J 


decir, ia energía cinética del cuerpo rígido que gira con 
s velocidad angular dada, es proporcional a su 
¡¡omento dc inercia / con respecto al eje de rotación. 


Si elc ™roi!e mu 


C\ c uerp t ° n vés del centro dc masa no cambia de i 
I?) Júfl ¡* tr ‘ J y (l deben calcularse en torno al CM, j 

^ <¡ÓF' ; 

dif^ 


TRABAJO y energía en la ROTACIÓN i 

i 

Sea una partícula P de un cuerpo que gira en tomo a un 
eje fijo. Si una fuerza externa F le produce a la partícula 
un desplazamiento infinitesimal, ds^rdO. el trabajo'^ 
elemental realizado por la fuerza es: ; 


d\V -F*ds-F d (rdB)-vie 

Si la posición angular cambia desde 0 o hasta ti el trabajo 
iota] realizado por i a fuerza externa es: 


IV 


- r dw = f°Tdo 

J J tt 0 
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Síl n(á ncekradi 



Energía cinética de rotación 


i 


Id) 



Trabajo en la rota ción 
d 


H'= f 

Je 


id9 
Bo 
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Aplicando la regla de la cadena, se puede escribir 

lítil rfílJ tl(t d'') 

'■"•"í-w-";'' 

De modo que: í/U' ~ rt/fl = /w ziiu y trabajo iota! sera 


H' 


rti r<’ I 2*1 ' 

I rJfl ■ I /nir/íu -~/w¿) 

•/ A. iri,a * * 


"El trabajo realizado por el torqtie externo es igual al 
cambio en la energía cinética ile rotación del cuerpo 


Enrrftü cinc¡itii de rom . 

t¡í í, j 

.7” / 7"~ 


i 


rví 


~ ho 


Relación Enrrxía-Trah,; 


U’ = AA 


fiJf 




CUERPOS RODANTES 

Cuando un cuerpo rueda sin deslizar sobre una superficie 
plana, sus movimientos de rotación y traslación están 
acoplados. Si el cuerpo gira un ángulo 0 su punto C de 
contacto con el piso se habrá desplazado una distancia. 
CC ® s = HO . Como el centro del cuerpo se encuentra 
directamente encima del punto de contacto, su centro de 
masa se mueve la misma distancia s. La velocidad del CM 
es: 


v 

' rrfj 


tu 

dí di 



Si la rueda tiene una aceleración angular ci, como el 
centro de masa se desplaza sobre una trayectoria 
rectilínea, su aceleración lineal es horizontal: 


d\ 


<h 


nn 


dio 


m 


di di 


R-aR 


Las ruedas de un automóvil o de una bicicleta se diseñan 
para que rueden sin resbalar. Es decir, deben ofrecer 
suficiente rozamiento para que su adhesión al pavimento 
asegure que el punto C de contacto siempre esté 
momentáneamente en reposo con respecto al suelo. 

Supongamos una rueda que se traslada hacia la derecha en 
una superficie plana. En un instante dado, un punto a la 
izquierda del punto C de contacto, se estará moviendo 
hacia arriba, mientras que un pumo a la derecha de C. se 
estará moviendo hacia abajo. Un momento después, este 
último punto tocará el suelo y quedará instantáneamente 
en reposo; así el proceso se va repitiendo. Es importante 
observar que, mientras el punto de contacto no resbale, la 
fuerza de rozamiento no realiza ningún trabajo . 


Condición de rodamiento puro 


V r,n = tOR 


a an = a R 



En el rodamiento puro, el punto C de 
contado de una rueda está 
momentáneamente en reposo 
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(V nevé hacia delante con velocidad v r 

ti* 1 *' • r f*c ^ 

ir . „„ * «n tuc T° r, * id .* sc visualizar 

'noción lle (l(,s , " ov,n ’ lcn,os: '">.i mmcirtn 

i» % « un eje que pasa P«f su centro de 

icsP 01 ( |;, traslación pura de este eje [ . ls 

^umtáncas de tos puntos de | a 
V**». sll pcrposieión de estos dos movimientos. 

(í p» óc 11 




r 


R toR 




£ p G [/V CINÉTICA EN EL RODAMIENTO 

• que pasa por el punto C de contacto está 
Ateneamente fijo, la energía cinética total de la rueda 

es: 


/ 


K = ~ Lar 

i c 


r ^Lmt t i superior p; 
= v ,». + AftH - i. 


*iV 


ht apunto de¡ eje Q : 

Vf > = v m + (O = v 

tT*| 

f n rl Punto J e , ( 

'í ~ ' Rut = a 



RthLtmienia 


Donde /,- es el momento de inercia respecto del eje en el 
de contacto. Aplicando y i a condición de rodadura 
/jai y el teorema de los ejes paralelos: 


punto 


/ t . = l an + MR 


Encontramos: 


K-L c w 2 + MR 2 H 


\n Lr 

R 


l , 1 

K -/+ - 

1 


Mi rm 


Li conclusión, la rodadura sin deslizamiento de un sólido 

rígido se puede analizar de dos maneras equivalentes: j 

1 

a) Traslación del CM + rotación alrededor del CM. 
h) Rotación pura respecto del punto de contacto. i 


La energía cinética total de un 
cuerpo que rueda es la suma de 


Energía de traslación del CM: 

1 i 
-Mv 

2 


un 


+ 

Energía rotacional respecto ai 

CM: 

1 . 2 

2 
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PR-3.01. M omento de inercia de una barra uniforme 
Hallar el momento de inercia de ™*Z**£¿ 


uniforme, de masa Af y longitud i 
perpendicular a la misma que pasa po f ur 


Sol.UCLÓm Tomemos un elemento h 

encuentra a una distancia x n densidad 

masa está t.niformementc repartida ion i una 

lineal de masa >. =AUL, la masa elemental es. 

M 

dm-Mx-l—l 11 * 


de toda la harta respecto al eje y 



T:1 momento de inercia 

cs: r ¡ * C ! ^ 

' - x‘dm~ I -v i T )dx 

>' Jo Jo i 


i 


y L 3 ® L 3 3 


r 




(r - r =7 A/¿- 

J 


PR-3 .02. Atomento de inercia de una placa triangular 

Sea una placa plana triangular de base L y de masa M 
distribuida uniformemente, como se muestra en la figura. 
Calcule el momento de inercia alrededor de un eje que 
queda en el plano de la placa y que pasa por su vértice. 
¿Dependerá el momento de inercia del ángulo ff! 


i 

V • 



EJE DE 
ROTACIÓN 



1 


Solución: Tomamos como diferencial de masa lina tira 
rectangular de ancho ¿v y altura y, que se encuentra a una 
distancia .r del eje de rotación 

din - o d-\- oxdx 

& 

Siendo o la densidad superficial de masa; 

Masa M *» 

CT = “-■ - kg/m‘ 

Area LH12 
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, t l ,s ix.y) la P cndicn,c M triángulo está 

, o pór ; 

1 ,¡t” i:l1 « . 

v/X'" 11 - >' = ' di/!) 


til 




0* 


SU 


d iiny cn Jt1 


v en í-'l diferencial tic masa, se tiene: 


(fon — u(l l/L)xdx 


Je la lira infinitesimal se encuentran a 
To Jt>s 1°' P ¡, ( v) del eje de rotación, por lo tamo c | 
iftia 1 d A. inercia respecto al eje y es: 


15 ' dc 


/v 


/ 


r 

J o 


x dm = x odA 


C L 1 / u V 

1 * x (o~~}xcix — J 

h Jo L L 1 


n 


gustiwy 

f,nalme nte: 


codo c! valor de la densidad u, tenemos 


M UL I 

[ -f- -X —— ) = ~ML 

v LUI 2 4 2 


Af omentos de inercia de diferentes cilindros 



Apueste; 


l 




Independiente del ánoulo 0 


Demostrar las expresiones siguientes para los momentos ¡ a) Un cilindro hueco con masa 

de inercia de los diferentes cilindros alrededor de sus ejes: uniforme M, radio interior t¿, 


a) Cilindro hueco 

M r ... - * 

¡4a, 


b) Cilindro macizo 

' * i --i 

cbi 



+ R : ) 

m 



el Tubo cilindrico 

• ü* - ’’lf , 

db 



radio exterior R y longitud L. 

I 

I b) Un cilindro macizo con masa 
i unitorme Af, radio R y longitud L 

i 

i 

I 

1 c) Un tubo cilindrico de pared 
¡delgada con masa uniforme Ai, 
1 radio R y longitud L. 


¡ = MR 


SQMQÍÓn: Consideremos como elemento de masa una 
concha cilindrica delgada de radio r, espesor dr y longitud 

^ (kg/m ) es la densidad volumétrica de masa, la 
masa elemental de esta concha cilindrica es: 

dm =* f\¡v = p(2mrLíir ) 
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I 


f *¡n 1 1 misnu 


C t , n ,o ( ^l^^ suin omcn , o^ 

distancia, r.dcicjt- ut 


J/- r*<An*í 


</r 


iil momento d 

R 


o inercia del cilindro comp ,c 


oto es: 


/ 


/. 


dm 


.rr<-p 


dr 




Si sustituimos en esta 
de masa: 


I - /T - /¡C " + ^ 

csu cxprtsión, h densidad volumétrica 


MlISO 


M 


11 m Volumen 


cncont ramos: 


lm nL, Af P : + > 

2 nfR~-Ro)l‘ 


At(R~ + J 


b) Si el cilindro es completamente macizo, podemos usar 
el resultado anterior y hacemos nulo el radio interior (fy | 

= «i, entonces, el momento de inercia queda. 


I ■> 
/ = _ A//r 


c) Para un tubo cilindrico de pared delgada hacemos 
- /; y la fórmula queda: 

/ - MR 2 

Observe que en todos tos casos, el momento de inercia 
respecto al eje es independiente del largo de los cilindros. 


PR-3.04. Momento de inercia de una esfera maciza 

Demostrar que el momento de inercia de una esfera 
maciza de masa uniforme M y radio /?, respecto a un eje 
que pasa por su centro es: i 

, 2 . 2 

l m = -A/r 
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a) Cilindro hueco: —- 

b) Cilindro macizo: / = 


2 


c) Tubo cilindrico: l <= MR 2 
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i 


|I1M ’ 

‘ ,. fc * ‘^UKíKJo , 

i n‘>, J T .«**" :l u " (llsa> ? auli,r * «peso, 

*• rodemos usar este resultado para calcular el 1 

inercia de la esfera si la dividimos en tajadas ¡ 
>«% forma de discos circulares de radio variable 
, c \i^ . c un disco ubicado a la altura y es: | 

tí r» J¡0 r _ _ 

^ f 2 i 

r~ \R~ - 

I 


¡ n0< de la densidad volumétrica p. | a masa del 
Jecuta, es: 

( ¡ /n = pdV - pnr'dy - pn(R 2 -y 2 )dy 


0 roo 


mentó etc 



r y masa dm es 


d¡ 


lr 2 dm=-~(^R 2 ->' 2 f Px(R 2 -y 2 )dy 


"i l 


di = R~ - y* J* dy 


Cuando y varía desde >' = ^ hasta y ~ R< cubrimos la 
mitad superior de la estera, por lo tanto el momento de 
inercia de la esfera completa es el doble de la integral de 
¿//desde y = 0 hasta y = R- 


ft 


i j 


I 


on 


4« 


i 


i ni 


J *r rt 

di - pez I í R‘ - y* JT dy 
o Jo 

f R 4 i ' 4 

/vrj (R 4 -2/?* y* + y )dy 


J y n 

j i v v jí o * 

p.T/ Kv-2/T —+^-/ ( , =yr p.™ 


Teniendo en cuenta que la densidad volumétrica de la 
esfera maciza es: 


A/ 


i A/ 


* VWwnen / 2 4 n.R } 

I I momento de inercia en términos de la masa y el radio 
de la esfera, es: 


I 


8 d M 
cm ' I5 ( 4 nR' ] 


s 2 

MR 




5 
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m¡tspt n^os(Stemer) 

_ «05 Encaren* de ,0S . . 

^ . , f . p ««nenio de «**“ 

r;:;«,«^ 3 c,, - iif c * .... <* q* 

dc „ n cuerpo mcrcl3 con *»F ¡ ■ t) . u | 0 . 

suma del niomenU sC a paf akl ‘ ‘ d „ j c 

pa.su por - «°» J£ ^ 10,31 ** ' 

,fA, ’ mll ' C ' r ¡;Í^ rCntTCl0Sd0SC> ' S í 

la distancia pcrpcnai ^ i 

, r -lo, _j 


SIIITV 


_. . - I 

. una sección transversal del 

Saterite Consideremos ^ ^ m su ccntr0 

cuerpo en el plano O 5 . co0f dcnadas de una masa 

dc masa, Ot. Scar. (*. ^ _ Q momento de inercia ¡, 
puntualarbitrar ^ punt0 P y es paralelo 

alrededor de un eje que P J - 1 P 
al eje: será: 


2 


r r = > ->'¡)- 2x r 


2 

-2» V + f-v + 


La primera suma es justamente, el momento de inercia 
alrededor del eje que pasa por el centro de 


masa: 


2 


m t (xf -)'¡ )=h 


CM 


Los dos términos del medio son nulos ya que el centro de 
masa está en el origen y por definición del CM: 


5fe =. y„,.. 



o 


Además: (x 2 P + y} )= d : y la mas 


masa total es: 


2 


m¡ * A f 


Por lo tanto 
paralelos: 


demostrado el teorema de los 
~ fcAí + M(P 


ejes 
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r¡ (corcmn do los ejes perpendiculares 

,|,,c para una figura plana s C cumple c | 
pci" 1 ^ 1 I( . tir cnia: 1.a suma de los momentos de inercia 
Jc dos ejes perpendiculares contenidos en la 
4 |rc jc ‘ ° s |o U al al momento dc inercia alrededor de un 
cS "meiidicular a la misma. 

, í rc‘ fcjC "' 


~ 4 + K 



. si consideramos una placa plana, | os 
í^dc inercia respecto de los ejes .c e y son 

C« v3menlc: 

t&r 


¡ 




I. 




ppr 


parte, el momento de inercia respecto al eje: es: 


/. 




para cada elemento m, se tiene: r t - j: ( + vf. De mtxlo 
que: 

Queda demostrado que. /. = f x + Iy 


fe 


placa plana 



Respuesta; 

/. 55 l X + Í y 


PR-3.07. Rotación de disco en torno a diferentes ejes 

I 

I 

Demostrar las siguientes expresiones para el momento de i a) Ejc A es perpendicular a su 
inercia de un disco circular de radio R y masa uniforme p| ano v pasa por su Lorde. 

A/, respecto a los distintos ejes: 



!h / 


í 


U-- MR 



CJS h 



b) Eje D está situado en su plano y 
j pasa por su centro. 

l 

| c) Eje C está situado en su plano y 
í pasa por su borde. 




J_ 
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Solución: ai i .1 cáLulo por integración directa del 

ninnieniit de tncrun respecto a un eje que pasa por el 

borde del disco, sería un tanto tedioso. Pero resulta 

bastante sencillo si hacemos uso del teorema de los ejes 

paralelos. Va liemos encontrado el momento de inercia 

respecto al eje del disco perpendicular a su plano s que 

1 

pasa |xir el centro, obtenléntlovc: l ftl ~MR i 2 . 
Trniemlo en cuenta que t.i distancia entre los dos ejes 
paralelos/ y /. es d - R. entonces: 


Al-',*- AW 


/ 


í 


.-Af/r + MIC — MR 


h) Para hallar el momento de inercia i¡¡. usaremos el 
teorema di* los ejes jK.T[>cnclicuIiires taplicable únicamente 
a una liguni plana). Podemos seleccionar un conjunto de 
tres cjes mutuamente perpendiculares, dos de los cuales 

son equivalentes y están en el plano del disco (l¡j m I r) . 
y el tercero, jH,'r|>endic'ular al plano y cuyo momento de 
inercia es conocido { i I. 


/. + L - /. 


/ 


Ifl * i ¡i * A/n 


i/« - >, « - t Mtr 


I 2 

h --MR? 


c) Para hallar el momento de inercia respecto a un eje que 
queda en el plano del disco y pasa por su borde, 
aplicamos el teorema de los ejes paralelos, usando como 
eje paralelo el propio eje li que pasa por el centro de masa 
del disco: 

/ i 5 i 

l c - / + sur - - MR 2 + MR 2 - -MR 2 
í 4 4 


/« 



ReSPUQSfo; 



PR- 3.08 . Fuerzas ¡guales pero con efectos diferentes 

Una polea con forma cilindrica de masa uniforme M - 4 
kg y radio R = 0.1 m, tiene su eje fijo y una cuerda 
enrollada a su alrededor. Si por el extremo de Ja cuerda se 
aplica una tuerza, determine la aceleración angular de la 

W 

polea en las dos situaciones siguientes: 

a) Se aplica una fuerza de módulo T = 50 N. 

b) Se suspende un objeto cuyo peso es mg ~ 50 N. 








/$ 

í 

d 

i V 




50 N 



50 N 
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|T fl el diagrama de c 


. libre de ,, 

U" ,llcr/:is *P llCM l*» sobre I. ^ 

> * ),, «hiw cl scn,i,l ° p, r , | ( , s 

>*licand.» In lc > * Ncwton a |, 

,i',|alnr del eje de la polea: 


»’■> d' c 


l 


* ¡(t 


r> 


I 


™-(-MR 2 ki 


14 


¡js 



simular de la polea es: 


2 T 2{50N) ^ 

JiL a-- 250rad/s‘ 

a tfR (4kg)(0,Im) 



, sc g U ndo caso los diagramas de cuerpo libre son 

« & en ¡a figura de la derecha. Hemos tomado 

l’ 5 " 10 * ¡ |¡v o el sentido horario para la rotación de la 

e°' n0 P ‘ e | ver tica) hacia abajo para la traslación de la 

f 0 ' 1 ' 1 ^Aplicamos la segunda ley de Netvton para | a 

P i!í ' , a., |a polea y para la traslación de la 
idiacieH ue i 


;iBpen 


dida: 


Polca: 


pesa: 


2”' 

2 f -- 


mn 


i 


T = -MRa 


í - 7* ) - ma 


T ~m(g-a) 


■ p —- 

Tomando en cuenta que IT h*ITI~T , podemos igualar 

a cuerda. 


m(g - a) - ~ MRa 


La aceleración lineal de un punto en cl borde de la polea y 
b aceleración angular de rotación de la polea están ¡ 
relacionadas por: a - aR. Sustituyendo: i 



j 


a 


2mg 


R(2m + M) 


a 


2(50N) 


(0,1 m)[2(50N/9,8m/s 2 ) + 4kg ] 


70,4rad/s 


Respuesta 


; a) a = 250 rad/s 2 , 
b) a = 70,4 rad/s- ¿por qué en 
I > este caso se acelera menos? 
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Pñ*3i09 ( Patea doble para elevar penas 

Para elevar una pe va Je masa m 0 - 20 kc con una 

aceleración u - 2.2 m/s 2 se útil i/a un sistema de dos 

laucas solidarias <|uc ticricr- un eje común Si aplica a 
la polea grande una fucr/a formando un ángulo 0 — 30' 
con la horizontal. determine: 
a) La tensión dr la cnerda que soporta la pesa. 

I>J La ¡iccln lición angular de las poleas. 

c) 1:1 motílenlo de mere ia total ílcl sistema de poleas. 

d) El torque neto ejercido sobre el sistema de polcas. 

e) El módulo de la fuer/a aplicada a la polca grande. 

Piu o pequeño: r - í).l m. ni - 2.5 kg. 

d vnituJe: R ~ (1,2 m, M = í 



Rl 

r% 

V 


Solución; a) Aplicando la segunda ley de Ncwton para 
la traslación de la pesa y tomando el sentido f+) vertical 
hacía arriba, tenemos 

7 - m f) t¡ - rn,¿i =-> 7 - m a (g + íjJ 

7 = (20 kg)(9.8 m/s- + 2.2 m/s 2 ) = 240 N 

h) La aceleración tangencial de tm punto en el borde del 
iliscii pequeño es igual a la aceleración de la pesa. Como 
a ~ (ir, la aceleración angular de las poleas es: 

a ~ a/r = (2.2 m/s*)/(0.1 m) = llradís 2 

c) El nioinento de inercia del sistema de poleas es la suma 
de los ilionlentos de inercia de los dos discos solidarios: 

/= m¿/2 + M R : 12 

= | (2.5kgH0.1m) 2 /: + (5kg)(0.2m) 2 /2] = 0.113 kg.m 2 

d) El torque neto aplicado sobre el sistema de poleas es: 

I 

r tmt) - la - (0.113 kg.rn 2 )(22 rad/s 2 ) = 2.48 N.m 

e) El torque neto ejercido sobre las poleas es !a suma ' 
vectorial de dos tonques: El debido a la tensión de la 
cuerda sobre la polea pequeña, j r ^ r x / = -rT i y el de 
la fuerza aplicada a la polea grande, = RxF « +FRz . 


!U‘U> 


= FR~ T’r 


F - l Tnutü + TrJ / R 




+ 


F = [2.48 N m + (240 N)(0,1 m)]/(0.2m) = 132 N 


/ 



Y m o8 


Respuesta.; 

RT=240Ñ 
; b) « = 22 rad/s 2 
í c) / = 0.113 kg.nr 

d) T nefn = 2,48 N.m 

e) F = 132 N 
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(jrfif dP* MáQuIna <io Atw ood real 

^tivotnl es un dispositivo que se uti|¡ /; , 
^ |a aceleración de la gravedad. Consiste d c 

Jci l * r,1lÍn ili:l sas mi y /M * l ¡ lJC cs,í * n suspendidas 

¿i***' ;,uc pw* sin «*** s,,bre " m polea sin 
^ ,ii i¡ (1 R y nioniento tic inercia /< v. Cuando i, 

Ció"' „„ V (,r cae. la polca gira alrededor de su c ¡,. 

,!l dc n’ jsa * ' 

ación tl¿ laS peMS ' 

Urdela cuerda a cada lado de la polea. 

dinamómetro que sostiene el sistema. 

( )i* líC,l ‘ r3 __ 

>t • i) Cuando se sueltan las pesas, la que pesa 
í^^baja >' j ala hacia arriba a mh Las ccuacion es de 

00 (* n ^ . , . nr»C!K Sntl! 

(It0 


vim ,tr 


w je las dos pesas son: 


pesar»/ 


2 

-< 2 


F y = T¡~ m¡g = ni ¡a 


F v *■ mig - Tj = m->a 


[¿ccti 


ación de movimiento rotacional de la polea es; 


^ r„« -T 2 R-T,R- I an a 


a 


f m 2 - »?/ íg 


(m¡ +m 2 + l cm / R‘) 


U aceleración lineal íí de un punto en el borde de la j 
| ea y ja aceleración angular « están relacionadas: t 
a-a//?. Sustituyendo las expresiones para T : y T,: 


í ~ m 2R ' ( fíl l8 + m I a )F ~ l cm (a t R) 
Por la tanto la aceleración de las pesas es: 


h) l as tensiones en la cuerda a cada lado de la polea son, j 

respectivamente: ] 

1 

| 

2 

r / i (2nh + L m /R )m,g 
h “"l/fg + rt)-- ¿ - 31 - L- 

(m¡ + +I iyt} IR*) 
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fJjjtlíoíf» 
h m w e “ <JÍ (m; + m : + ^ ^ 

i i- jg lectura 

«i Comn i. pote» »• jo* tewionc* «' el pM 

dinamómetro es suma ^ 
ilc la polea: 


4 ;n f m»ir + fm f * r üíl£Íp - — + A k 

/»/; + /■* + A ÍC* , j. / / J 

1 ' / i ^ ;fj, + fín + \-n 


a I (í 


bir, 


Ti 


—^ Up *p 

O, ‘ * rt f / 1^2 

U>n,±l . , i 

-—Üi/i„ 

K+wi77r . 

t, ‘ t »i t / j&; 

~ m ' * , * 

m / /f‘ j 



PBr3i.il t * P«* C4ff f e ' bl0! > uetabe 

.. „i,v , en un plano inclinado a La polea es un disco unir 
horizontal y unido . una pesa de ¡ radio R y momento de i ne > * 
„ nue Íií suspendida mediante una cuerda que | coeficiente de fricción ci ¿ E| 

• entre el bloque y e j ne|llc a 


masa m ; que está suspendida median! 
pasa pw una [Hilcu. 


MR 



inclinado es ,, c . Dete^i^" 0 
aceleración de la pesa y e | b| ' | J 


Solución; Si la pesa acelera hacia abajo, la polca gira en 
el sentido horario y el bloque sube por el plano indinado. 
Las ecuaciones de movimiento del bloque tn¡ son: 


2 

2 


F t - Tj - m¿gsenQ-F c - m¡a 


( 1 ) 


F v - N - m¡gcosO - 0 


( 2 ) 


Donde F c - pjY - p c m¡gcos6 es la fuerza de fricción 
cinética. La ecuación de movimiento de la pesa m 2 es: 


2 


fv -m 2 g-T 2 -m 2 a 


( 3 ) 


Si sumamos las ecuaciones (1) y (3) y sustituyendo F‘ 
t i~ t 2+ m :S ~ m¡g( sene + u. cosd) - (m, + m 2 )a (4) 





l»2S 
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■ lineo' “ - tlc 11,1 l >unl ° c " el borde de ¡, 
Jfj, | lu acclcruciim de la pe-., y .leí h| 1X|lll .,, ' 

'V*'' ^'..l-teucs: 

A «te 1 «** 





, (T; - 1 I ,R " '• m< '" ( 2 A1 ,A '' 1 lj ~ 7 •' W(1 

f, m ~ “ 


i 


■/ _. Mu 


esta expresiones de en la ecuación 

,„ sl itdy cnJ 

5 *, obl> ene: i 

4) s - 1 


I* 1 '* 


ffl2¡ 


, [> — &}$* 


,/scttO + &cosO) ~(m } + m 2 )n + - 1 \/ 


^ despejamos la aceleración lineal dei sistema: 
f^ cí[ ’ 

m , -m¡(senO + p r eos0) 

X 


a 


i 


m¡ + w 2 + ~ A/ 



Ai caer ia cuerda hace que el tambor gire 


cuerda de masa total m y longitud L está enrollada 
Lna nido una capa alrededor de un cilindro uniforme de 
0 y r adio A\ El cilindro puede girar sin fricción 
Rededor de su eje. Determine la velocidad angular y la 
- leracióti angular del cilindro en función de la longitud 
t Je la cuerda suspendida. 


Solución: Sea A - ni/ L la masa por unidad de longitud 
,j L , | a cuerda. Aplicando la conservación de la energía, la 
energía potencial que pierde el pedazo de cuerda 
susiwndida de longitud a es igual a la suma de la energía 
cinética de traslación de éste, más la energía cinética de 
rotación de la porción de cuerda enrollada, más la energía 
cinética de rotación del cilindro hueco: 


í A* )g — - ~ri Av )v ‘ + *”f L - .vj A R' uF + (- MiV }nF 

7 7 7 7 7 

am ^ éñ ém 

Tomando en cuenta que v - wR: 


Ar *g ® tuR'uF + — MR'of 

*> 


Espejando se obtiene la velocidad ancuiar de rotación: 
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x i 

it}m + M ^ 


m aceleración angular de rol3Llón CS ' 


2m , /? 


Lm .-s ?wi- T 

«-V-"J Í- C7Áfl¿/2w+ M 


ri/ 


pP- 3 , 13 , La caída de la pesa hace girar la esfera 

Una esfera hueca de radio /? y masa M tiene enrollado un 
hilo liviano y puede girar alrededor de un eje voliui sin 
fricción. El hilo pasa por una polea de radio r y momento 
de inercia ¡ r y de su extremo cuelga una pesa de masa 

ni. Determine: 

a) La aceleración de la pesa después de soltarla. 

b) La velocidad de la pesa después de haber descendido 

una altura II. 

c) La tensión de la cuerda a ambos lados de la polea 
mientras la pesa va descendiendo. 





Solución: Tenemos tres elementos acoplados mediante 
la cuerda: una pesa, una polea y una esfera. Como la 
cuerda no se estira (ni se encoge), el módulo de la 
aceleración tangencial del borde de la esfera y del borde 
de la polea es igual al módulo de la aceleración de la pesa. 

a - (I e R 

a) La f *f* ra g* ra alrededor de su eje bajo la acción del 
torque: r € =T t R, Su ecuación de movimiento es: 


I 


T I R “ 


22^1 mUmeM ° dC ¡nCrCÍa * Una **™ »uec a 
dLdor del e J e que pasa por su centro: 


T, 2 


R 


R 


(i) 


La ecuación dé movimiento de la polea es: 


2 


> * IpCt 
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Esfera 


f > T' 


+ 



a 


t 

+ 
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tac¡& 




llc nl ¡m;i m la ecuación tle movimiento es: 


2 


- fíjt* - /; = nía 




zilflc jo la tensión T 2 y despejando la aceleración 


lp 


a ^t ÍM+ 2 )amm 

jllji 1 ^ f 


a 


mg 


f/7J + ~A/+ lt) 
3 r 2 


rimo la aceleración a es constante, la velocidad final i- 
jlc'u'da de I a P csa P artien(Jo de reposo desde una altura H 


es: 


v 2 = Vq + 2aH 


-JJaH 


v = 


mgH 


(m +—A/+ 

3 r~ 


c) Finalmente, sustituimos la expresión de la aceleración 
a para hallar las tensiones respectivas de la cuerda a 
ambos lado de la polea: 


m\íg 


«I + —A/+-V 


i 


mu 


Ti “ f~A/ + )( , . 

3 r 


) 


3 


£Bi3í14. Frenando una rueda contra la pared 


Ln disco cilindrico macizo de masa M- 5 kg y iuuiu , 

m es * a girando alrededor de su eje con una veloci 
^t^lar w = ISO rad/s. til disco es empujado contri 
P^red vertical con una fuerza F - 20 N. Si el coeftek 
^ necion cinética entre el disco y la pared es /i L . = < 
c abo de cuánto tiempo se detendrá ei disco? 


f o!tJ Ü$n; La 

disco es • 


ecuación del movimiento rotacional del 



A5; Dlná mlca de RntariA 


iT'\ n Pírmornn 






















































































i' tii ion 

la energía meeamea al c en ¡ 

siguiente figura. | 

A/s4)-wf £U ' fl, + í , °“* | 

m 

sienJo / = Att-U el momento Je un. varilla respecto de ¡ 

" .. . n ne<i por el punto O de apoyo. ¡ 

un eje de rotación que P* P - j sc obtiene I 

Sustituyendo /„ en esta expresión y d^junuc | 

la velocidad angular ot 


l 


i 1 


MgUI -costil « — MI- fí 


CíJ 




b) La velocidad lineal del punto P en el extremo libre es: 


Vp = tu L 



-cosO) 


La aceleración angular viene dada por: t ü ** Iqü 


L I 2 

A fg(— ven0J = (—ML‘ )a 


rr 


SgsenO 

2l~ 


el Los módulos de las aceleraciones radial y tangencial 
del extremo libre del lápiz, (punto P) son, 
respectivamente: 

a r * w‘L =—-{}-cosQ)L = 3g(! - eos 8) 


3gsen6 3 

( h - m ~— L = — gsen B 

I? 


y el módulo de la aceleración lineal total del punto P es: 



a P " V tí r + <V = JfJ 


í ó.?( / - COS ÉlJJ 2 + ( - 0 ) 2 


Ü P 31 2 ~eosB){ 5 -Jco$0) 






a) ío «* / - eos 6) 

;b) v P = -j3i>L( i - cosO) 
le )a P -—J(l-m<0¡(5 
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de fío^ 


, rva que la aceleración del extremo |¡b rc Va 
p $ c jo desde cero (para 0 = 0") y llega a exceder el 
hasta alcanzar un valor máximo: ^ 

\M$ ¡dean/a la posición horizontal (0=9<n 

.-«do 1:11JI 



^ 7 Reacción del soporte et soltar la barra i 

homogénea de masa ,\l y longitud /„ puede girar Si se suelta i, k . , 

de un pasador colocado en un extremo O. El posiciAule.emmt *" 

2¡S ti* ***** ,n,C,almCWe en *"“*> cn . *1 La fuer/a de reacción ejercida 
Lición horizontal. I I™ el soporte O en el insume en 

L \ q u, - k la barra se suelta 

b) La tucr/a de reacción ejercida 
por el soporte O en el instante en 
que la barra ha girado un ángulo (I 
= 45 a . 



x 


SolUCjÓW En instanle inicial, el diagrama de cuerpo 
¡íbré de la barra es e! mostrado en la figura. La ecuación 
, rotaC íón de la barra alrededor del O es: t 0 =>/,.,rr y la 



es: 


a 


To B Mg(L/2) 3 g 
Ai 


R 




MI? ¡3 2 1 


La aceleración del centro de masa es: 

J g /. 3 


—(x 
O 


• v ! 


U- CAÍ 

■ Q - 




R, 


Mg 




+ 


\ 


■j 


(L = 0 


Aplicando la segunda ley de Newton al centro de masa: 


2 


F m R - A/tí «0 

.1 ..I A 


R-0 


2 


F, » A fg- A\ - Afi/ => R t - Mg-~-Mg - ^A/r 

7 ' il-f 


bl Cuando la barra forma un ángulo 6 con la horizontal, ¡ 



ar es: 


fl- r » A/yf U2cos0) _ ¿£. cgs g 
¡a A ti' 13 2 L 
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. csc instante puede hallarse 

La velocidad angular . , ri ¡ a mecánica: 

mediante la conservar, ón Je la cnerg 

/. I, rJ : _ — f—Aíí." ku' 

Mg(-sentí )• 2 o 2 2 

4* 

„ y—je/tff 
‘ ' i. 

i¡ i v lanncncial de la aceleración del 
Las componentes radial v tange™., 

centro de son. 


, ^ 1 n ;\0 )<—) m ~R C0S & 
i, ~ar mi-jcowji 2 > j s 


Aplicamos la segunda ley de Ne« ton al centro de masa: 

r » ¡\ la - Sf( -a r cos 6 ~ a ¿ en 0 * 

Para un ángulo 0 = 45 a . la fuerza horizontal es: 

j j 9 . 

R x - Mg(—cos Osead - — cosdeos 0) - -—Mg 

4 • 

y la fuerza de reacción vertical: 

R m Mg+ M(a r sen6~ a,cos6) = 


í 3 ¡¡ 

ff - A fg+ Mst—cosOsen 0 - - cosdeosu)* — 

■ ? 4 o 





a) 6=0 °:R x -0,R y .L Mg 

b) 0=45°: 

9 // 

R.X ~ ~ Mg , R v a ¿V/g 


8 


PR*3 .18. SI frena bruscamente, la b!cl puede volcarse 

Un ciclista va a una velocidad v = 8 m/s, y de repente se 
le atraviesa un perro a una distancia L = 6 ni. 




El trata de no atropellar al perro, 
evitando al mismo tiempo de ser 
lanzado hacia adelante sobre el 
manubrio, SÍ aplica solo el treno 
de la rueda delantera y se mueve 
con aceleración constante: 

a) ¿Cuál es la máxima aceleración 
permitida para que la rueda trasera 
no pierda contacto con el piso? 

b) ¿Cuál es la distancia recorrida 
antes de detenerse? ¿Podrí eó'^ 
atropellar al perro? 

* Suponga que las distancias sf)tt 

£ / ; =0 1 3n 1 .</ 3 =O.tón'- W=1 '" 
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Retacé 


s | ,, condición crítica para que la bicicleta no 
sea nula la fuerza de contacto de la rueda 


* (lllt 

/W“ c ,, suelo < N l - II). I:n la dirección vertical la 

v pnC ■—c: 


(fiV* 


„¡> 13 n0 


se 


niue' 


l 


F, 






N 2 - \fp 


mrte. I a condición de equilibrio rotacional 
po f j e i centro de masa es. 

*de d ° r 





x cm -F r H-N 2 d 2 -0 


F,-N 2 &)-Mg< %) 


H 


• u emos la segunda ley de Newton en la dirección 
ApQ | 

horizontal: l 

, Fr jdj 

2/, - -r - Ma * - ° x “ ~~m m s<j¡> 

g - -(9,8m/s : )( °' fi5m ) = - 6.37 m/s 2 
Ux lm 

C om o el movimiento es con aceleración constante, la 
distancia recorrida antes de detenerse viene dada por: 



: » Vjj + 2a x d = 0 


2a. 


N, <~ 


i 0Í ~ d¡ ->S— d 2 —5 


X, 


(8m/s) 


2(-6,37nVs ¿ ) 


= 3.02 m 


Esta distancia es menor que la separación inicial L - 6 m 
del perro, y por lo tanto, afortunadamente, la bicicleta no 
alcanza a tocarlo. 


1 


ffesp t/esfa; 


a) am¿t = - 6,37 m/s 2 

b) d = 5,02 m, ¡No lo alcanza! 


°R*3.19i Un aro rodando dentro de otro aro 

Ln aro de radio r y masa m se coloca dentro de otro aro 
de mayor radio R - 3r y masa M = 3m. Se suelta el aro 
P^Mueñti desde la posición mostrada en la figura, y rueda 
s ’ n deslizar dentro del aro grande, mientras que éste se 
nu¡e\e libremente en una superficie horizontal sin 
dicción No hay pérdidas de energía del sistema. ¿Cuál 
se 4 lu velocidad V del aro grande cuando el pequeño pase 
por la posición mas baja? 
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- -—• úntalos externas sobre el j 

nula. P° r 10 tanI ° * 

SIcma de lo* ^ aro | 

amento lm«' . 

- m _¡í\'.- 3 V ** '"•' 

¿jV + mv- 0 “* ’ m 

. . ara pequeño es igual a su , 
U vdiviJaJ «r ^',1 ^ grande mas la vcUkuW 
velocidad angular n»l*° | 

angular del aro grande. ^ ] 

,u + ‘ r, í 

v. V 

<"'r* 7 :+ fi ‘ r * 

w r Í)L- 

«W - ?r " 

• t inirhl de! aro pequeño se transforma 
en energía cTnétíca^e translación y de roración de los dos 

¿iros: 


mgí A - r ) ■ I 




, V 




i f A 


(El 


R 

\ 


ü) 


r 

\ 

X 



rwfef2rj-9ml 


+ íí m V : 4ÍmV : 
9 


3mV l 


199 


m V 



PR-3.2 0. Un rollo sato rodando ai acelerar el camión 



Un camión lleva en su plataforma un rollo en la forma de 
un cilindro macizo de masa M y radio R. Inicialmente el 

w 

rollo está a una distancia d del borde de la plataforma. 



ROLLO 


¿Si el camión acelera hacia 
adelante con una aceleración j. 
que distancia se habrá movido cí 
camión cuando el rollo cüu 
afuera del extremo de l 
plataforma? 
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.¡unos el movimiento desde e 

m; S« f* vn hacia adelante con acelerad, 

.# í jcat ,,, ° n jiiiicve hacia adelante pero c 


l suelo, 
er; ‘ción fj, c | 


llCl - r mueve ■<»— .- P™» con m 

\A [)lt ,ién “ íJf . listo significa que uu observad 

'lid ,,ll ' n ° r ; a f r ollo alejarse hacia atrás c 


' ..r K 1 

_,¡ón 


or 

con una 








rotación en el murro de referencia del 
^ ^ marco de referencia acelerado y por ¡ tl 

^^^1^ directamente la segunda ley de 
^ 110 ^ ello habría que agregar fuerzas ficticias a 
3 ^[«i- ^ j L cíi Sin embargo, se puede demostrar que 
alrededor del centro de masa, entonces la 
p rot3 cion ___ i a es válida aunque el marco de 
¿P Ó[V \ ^ cam ión sea no tnercial. La razón de ello es ! 
jjictcnc 13 L de las fuerzas ficticias sobre el cuerpo es 
-* b sUílW una S ola fuerza ficticia que actúa sobre el 

del mismo y por lo tanto no produce un ¡ 
¡futro de n««« • 

rf * nel0, ! 

.. fuerza que ejerce torque sobre el rollo para : 

li T eirar alrededor del centro de masa, es la fuerza de 
k ; J r ejercida por la plataforma del camión. El rollo ■ 

r.jjh:icia atrás del camión con una aceleración a, dada 



Miro» ¡¡f r, 


por 


frrt 3 


(X 


T 

S -m 

Krn 


RF. 


F 

— 7 r 


A/A?* / 2 MR 


Suponiendo que el rollo rueda sin deslizamiento, se debe 
cumplir la condición: 


a 


^ri c ^ ri n 

R R 



+ ) 


vi 


I 

podemos igualar las dos expresiones de la 
iteración angular, a, para encontrar el valor de la fuerza 

't toce: 


Miirco de referencia acelerado 
del camión 


,£ 


a - a. 


1 


MR R 


F r A/fíí“« r j 


En el 


i-ir tí . ,ÍJrí0 ^ referencia inercia! del suelo, se puede 
3 segunda lev de Wwtnn nnrr» tr!ic1:irínn it* - *! 

1-linJro: 


y de Newton para la traslación del 


2 


F , - F, - Ma, 


C<M; ená mtca de 


notación * © D. Figueroa 
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’7 


«r 


/ 

— <7 


Í-Mia-a,)* Mr **■ 

n „ r / ¡ ! distancia d en * fl P^* a f í ' nilJ 
la ecuación Je cinemát.ca: 


El cilindro recorrer 
durante un tiempo t dada por 


I 1 i ¡ r - — L . / — — (¡Jr 

4 


1 

2 


I ; 

-dí 

i 



Durante ese mismo intervalo de tiempo 
avanzado hacia delante una distancia: 


el camión habrá 




PR-3,21 . £/ rollo de papel es Jalado por un extremo 

Un rollo de papel tapiz en la forma de un cilindro sólido 
de masa M y radio R está sobre el piso horizontal. 



El rollo es jalado hacia la derechj 
mediante la aplicación » , 

11 Su 

extremo libre de una fu erza 
horizontal T. Si el coeficiente de 
fricción cinética entre el piso y el 
rollo es // fI determine: 

a) La aceleración lineal del centro 
de masa del rollo. 

b) La aceleración angular a en 
torno al centro de masa. 


S olución: a) La segunda ley de Newton aplicada al 
movimiento de translación del centro de masa del rollo es: 



F y mN - Mg - 0 
F x ~T-F C - Mo^ 


N - \íg 

T ~ - Ma cm 


Sustituyendo /V de la primera ecuación en la segunda 
tenemos la aceleración del centro de masa del rollo: 


T - p c Mg = Ma m 
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1-1 


1 “ 




t u moví miento para la rotación del rollo 
T cftl m TR~ f‘ t R " 





.flerítc 


ión 


lar es: 


F( x 


2 r 


a 


/ 


MR* i 2 R M 




ctt\ 


f ue rza de rozamiento apunta hacia adelante 

.3.2 ^ 1 



de alambre con forma cilindrica, de masa 
0 o carr f C */ y radio R, está sobre una superficie 
**** J p| carrete se desenrolla aplicando al alambre 
horiz° nta ■ rizonta j constante F que apunta hacia la 
una íuer í on ¡ cri do que el carrete no desliza, determine: 

Aceleración del centro de masa. 

31 j* y dirección de la fuerza de rozamiento F r . 


5 luclón: a) Supongamos inicialmente que la fuerza de 
^^Tiénto F r . está dirigida en dirección opuesta a la 
fuerza aplicada. F. En este caso los torques debido a F r y 
r se Sl iman y la ecuación de rotación alrededor del 

3 * 

centro de masa es: 



2 


r =1 cí 
Vm ‘enr* 


FR + F f R = J cm ct 


Pan un rodamiento sin deslizamiento, a - a cm i R : 


/ 


^ - ^cm 


FR+ F r R-(-MR‘ — 

2 R 


f + f. “—Mii 


17f| 


(i) 


F 


La ecuación de traslación del centro de masa es: 


2 


f\ -F-F- 


A/fí,,!! 


(ü) 


Amando las ecuaciones (i) 
31 deración del centro de masa: 


y (ii), encontramos la 


2r -^Kn 


“t’WI 


íL 

JA/ 


C »PJ; 


Dirtóml 
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b) Sustituyendo csU 


, en la ccuacior 

a aceleración tn 


:ión (i), ^ 


*r\ ¡i ■ 


I .. ■> L,.r.--F 


.. I .f.-hl (-r—l- f 

*■ 


i t/*ni[iin de la fuerza de rote F r 
lil signo Í-) indica que c realidad 

q „c hablamos supuesto ..uculmenie 

opuesto, es decir, hacia la derecha. 

- 1 ñ 


p Ri3.23. En la rodadura, el rozamiento no trabaja 

Considere el problema anterior del cilindro de masa j 
uniforme M y radio II que se desenrolla al aplicar u 

tuerza horizontal constante F. i 

u) Verifique que la fuerza de rozamiento en la rodadura 


no realiza ira huía. 


b) Si l.i fuerza de rozamiento no trabaja, explique por qué 
se frena una pelota redonda que rueda en un plano 

horizontal. 


Solución ; Si el cilindro pane del reposo y después que 
su centro de masa luiya recorrido una distancia, </, su 
variación de enertiía cinética (traslación + rotación) es: 

k. ■ 


/ - i 

hK - ¿A', + bK r »-A/v 

JL i. 


f 


1 .as velocidades lineales y angulares están dadas por: 


a) a 





V * * (J «E i{ 

y cm u * u cm u 


cu* - 0 ® 2(iA0 


Sustituyendo en la expresión anterior: 


A K - Mu cm d + ¡ cm aA8 


La aceleración tz crfT fue calculada en el problema anterior. 
Por lo tamo: 


AK.Ml~L i¡1 +( ‘ m t K í^¿¿ 

2 3 MR r 


Calculemos ahora el trabajo reatado única,neme por la 
fu, rjr api,cada F . para trasladar y hacer girar el disco: 
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d 


U/ 


r jl , jO ” hl + nr (~~) ■ 21.1 


1)1IC el trabajo (|ue realiza la fuerza 

a la vari;,ci, ’ n dc cna 8 la ciníiica del 
Jf&.'wp-M- |,,,f 1,1 la "“’ la fllt ’ r,a aplicada 

’jlin^’’ (C p, realiza todo el trabajo, lo cual implica 

, v tr f < |e la fuerza de rozamiento, P r -C s nulo. 

, c | trabaJ' 


i|t’ L 




’ortjiie cuando el 


- lfZ a ue .. j f t v hjuu t í 

tí l> ueda sin deslizamiento, la superficie del cilindro 
filindt 1 -’ ^ con tacto están en cada instante en reposo 
1 * !ln respecto a la otra, de modo que el punto de 
«na c °° f n unca se desplaza. Así pues este rozamiento 

'leUif¡'o de rozamiento estático. 

situación real, una esfera que rueda en un plano 
£ n . ,a ‘ j e ventualmente se detiene porque no es un 
110020 perfectamente rígido. Todos los objetos son 
^f'rmables en cierto grado, la esfera se aplana un poco y 
Jvd de la superficie horizontal adquiere también una 
[ ”ía depresión. Por tanto, en lugar de un punto existe 
.f re un área de contacto, l a fuerza norma] ejerce un 
í!LL aue se opone a la rotación y además hay 

' i 1 i j ^ 

. una perdida de energía. 



Rcspucsti; 

¡a) La tuerza del rozamiento por 
|rodadura no trabaja! 

;b.) I.o ¡mieritjr ve aplica solo ejt el 
modelo de cuerpos perfectamente 
¡rígidos, ya que en la realidad todo 
cuerpo se deforma. 


PR-3.24. Una esferita rizando drizo 


Una esferita sólida de masa m y radio r parte del reposo a) Si la esferita rueda sin resbalar, 
desde una altura // en una pista que consiste de un tramo ¡ ¿cuál es el mínimo valor de H 
recto indinado, seguido de un bucle circular de radio R. para que le dé la vuelta al bucle 

circular? 


b) Suponga que la esferita está 
inicialmente a una altura // - JR 
¿cuál será la fuerza normal que 
ejerce la pista sobre la esfera 
cuando pasa por el punto 
intermedio A? 




r *£i Aplicamos la conservación de la energía 
en tre la posición inicial de la esferita, con altura 
J + ri y ,a Posición final B, con altura (2R-r ): 
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r 


V, - U¡ - A K„„ ♦ AA,„,, 

¡2 1 2 
I i + r) - mj?( 2A - r J« — m v * + — /, « 

•* 

Sustituyendo en esta expresión el momento de inercia 
para una esfera sólida ( l rm - (2/5)mr') y la condición de 

rodadura: v= tur, encontramos: 


/ 


^// + 2írr -2i>A + — v 

/O 


(i) 


Para que la csferiia de la vuelta a! bucle debe permanecer 
en contacto con la pista hasta la cima B. Por lo tanto, su 
velocidad v debe cumplir la condición crítica de que la 
fuerza de contacto normal, se anule justamente en ese 
punto. Luego la fuerza centrípeta es justamente el peso 
mg: 


2 


mv 


V 


me 


(R-r) 


v‘ * s(R-r) 


(ü) 


Reemplazando este valor de v* en la ecuación (i) y 
despejando //, encontramos 


// = 2fA - r) + 0J(R - r) 




b) Si la csfcriia está inicialmente a la altura H = 3R y 
finalmente en el punto A ubicado a una altura A, 
aplicando la conservación de la energía: 


/ 2 / 

mvf3R + r ) - msR = — mi'* +—/_tu 

S 11 f o 2 L 


/ / 2 v 

mgf JA + r J - me A = — mv' + — (— MR * Jf — f 

2 2 5 A 


■> W „ 

v* = —(2A+ r)# 


La fuerza horizontal en el punto A es la de contacto 
normal”, que es responsable de la aceleración centrípeta: 


2 


F t -N- 


mv 


A-r 


Sustituyendo la velocidad: 


, > ¡0 2R + r 

A -T ( T7> m * 
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Respuesto 


a) H mi „-2.7(R-r) 

10 2R*r 

b) N = —( -M? 

7 R-r 
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,bjc“ ,s 




redondos uniformes: una esfera sólida un |. 

k « «ff '* »" pi» j * M. fe* 



cuesta ahlin ura " y ruedan 
Determine T , s,n «¡«liar. 

^Pender* , f "fP*- 

y los rarlios? ° ^ 

j) Enfoque energético. 

b ) Enfoque dinámico. 


¡000^ 


\ Método energético : Cuando el objeto ha 
^ e! ^edTÍ¡ramp¡de altura H. la ful™ ¡! ¡ 
t»* ““ d ha efectuado un trabajo: MgH. Como ha partido 
^-noso SU energía cinética final debe ser igual a esta 

j 

MgH - - A/v* m + -/ rw iu‘ 

Empleando la condición de que v Vm - A tu para el 
rodamiento puro, tenemos: 


MgH - / Mv 2 cm -¿<M +%v 


2 

cm 


Despejando, encontramos la velocidad del centro de 
masa: 


Vfm- 


Af+íq: 

/?- 



Siendo la constante k, el llamado radio de giro: 


k “ ~^7 = Radio de giro. 

MR 2 b 

Sfgún este resultado, la velocidad será mayor en la 
medida en que sea menor el valor de la constante k. De 
^erdo a la tabla mostrada a la derecha, significa que v cm 

mayor para la esfera (k = 2 / 5 ), seguida del disco (k = 
* mcn °r para el aro (k - 1 ). Esta secuencia de 
ocídades no depende de la altura inicial. 
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Objeto 

Radio 
de giro 

Momento 
de inercia 

0 

Esfera 

*4 

5 

. hT’tpií'ijj'; * i ra 

la »-- } MR 2 

0 

Disco 

k ' l ~2 

! cm - L 2 MR 2 

0 " 

k-1 

¡m - A« J 

Aro 
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b) .linamicp : Tomando lorques respecto al centro 

de masa, podemos escribir. 


F r Rmf cm a 


(3) 


Por la condición de rodadura: a m Q t - m f R * P or tanto la 
fuerza de rozamiento es: 


F r 


Irfífl [rm 


R R ¿ 


5 a cm 


Aplicando la segunda ley de Newton a 3a traslación del 

CM: 

Vf, -MgsenQ - F r - Ma cm 
Sustituyendo en esta expresión la fuerza de rozamiento: 



A igsen 8 - 


I 


íHL a 

i w rm 


Ma 


R ¿ 


Ctrl 


Por lo tanto, la aceleración del centro de masa es: 

gsenQ gsend 


a) v 


cm 




1+J™. 


1 + k 


MR 


El resultado para las aceleraciones predice lo mismo que 
lo hallado en la parte (a) para las velocidades del centro 
de masa. La secuencia de llegada es: Primero llega la 
esfera (A = 2/5), seguida deí disco (k = 1/2) y en último 
lugar, el aro (k = I). 





} cm ~ /+* 

Primero ¡lega cualquier esfera 
j segundo cualquier disco y último 
¡cualquier aro. La secuencia de 
jllegada no depende de la masa ni 
|dcl radio de los cuerpos. 


PR-3.26. Fricción mínima para rodar sin deslizamiento 

Tres objetos redondos uniformes: una esfera sólida, un 
disco y un aro, se colocan en la parte superior de un piano 
inclinado a un ángulo 6. ¿Cuál es el valor mínimo del 

coeficiente de fricción estática para que los cuerpos 
rueden sin deslizamiento? 


S olupfón : Utilizando ios resultados del Problema 
anterior determinamos la fuerza de rozamiento: 


F - - cmCZ Icm 

1 f “* — ¿7 

R cm 
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■M#* 


, ¡ m o Je la fuerza de rozamiento estático 


n»* 


es: 


0 


f (nuix) - fi e N - lt e Mgcos(l 




\o 


tanttr 


í i+k 


í, )g sene * locóse 




para el anillo: 
para el cilinJr° : 
Para la esfera: 


k= I 


i =1/2 


k = 2/5 


" r * < TTk > ' lil> 


I 

l'c *-igH 

1 

Re ^ j ig ^ 
J 

2 

Pe*jtgd 


£0^27, Rollo que se desenrolla en un plano inclinado 

np rollo de papel de longitud total L está sobre un plano 
inclinado de ángulo 6. 


ROLLO 
DE PAPEL 



Sol ución: Mientras el rollo desciende por el plano, 
puede considerarse como un cilindro de radio r 
decreciente. Las fuerzas aplicadas son: el peso A/g, la 

tensión 7 que ejerce la cinta ya desenvuelta y la normal 

^ t l uc c jcrce el plano. Analicemos la rotación alrededor 
. eje P de contacto con el plano. La única fuerza que 
ejerce lorque respecto a este eje es el peso Mg : 

Tp - \tg( rsenO) 

jasando el teorema de los ejes paralelos, el momento de 
e ^ rcia L kl cilindro de masa M y radio r respecto al eje P 


Respuesta; 




Un extremo del rollo se sujeta al 
plano mediante clavos y luego se 
L deja rodar de modo que pueda 
desenrollarse a medida que 
desciende por el plano, ¿cuánto 
tiempo tardará en desenrollarse 
completamente? 
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1f ■ Km + 


, 3 2 

i I »/ r * + A/r* — ófr 
Mr' -~ Mr + ‘ 2 


1 

4 m 


Recmplawrdo /? > r r 


I 


Tp m ‘í 


¡t>a 


en la ecuación de rotación: 


A tgrsen 


la aceleración del centro 
la condición de rodadura: 


de masa de! rollo está dada por 


2 


a -w -f ■ '■ 3 

M ( 7 íl í /■ J 


Como la aceleración es consume (independiente del radio 
instantáneo r). el tiempo que tarda en desenrollarse es. 




7 

// “ " Cfn/ 


IJT m Hl 

’v^m U^nd 



PR-3,2 8. Cilindro y pesa acoplados en plano Inclinado 

Un cilindro macizo de masa Af y radio 7? tiene una cinta 
delgada enrollada a su alrededor. La cinta pasa por una 
polea ligera sin fricción hasta una pesa de masa m. El 
cilindro está sobre un plano inclinado a un ángulo 0 con la 

horizontal. 

Si el cilindro rueda sin deslizar, halle: 

a) La aceleración del centro de masa del cilindro. 

b) La tensión de la cuerda. 


POI£a 


CILINDRO 



Solución: a) Supongamos que el movimiento ocurre en 
forma tal que la pesa baja y el cilindro sube por el plano 
inclinado. Como la polea es de masa despreciable, la 
tensión T será la misma a lo largo de toda la cuerda. Las 
ecuaciones de rotación y traslación de cilindro: 




2 

l'.-r-r. 


F r R+TR 

2 R 


SígsenQ - Sía 


cm 


SundTStón. i ÍbtíenT rc ' 1CÍÓn V samíndo '* a la 
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f 


f +-MgscnO 


¡v f 


otra 


p.irte* 


ecuación de movimiento de la pesa es: 




■me- T «■ rmi 


, c ión “ tie caWa úc Ia f** 3 cs 'S ual •» la de 
;C lL’ r * ,c , ■ j c j cilindro y está relacionada co 




„ = d, m + «R - “cm + "2o 


cm 


RCC 


«lazando a y Ten la ecuación anterior, hallamos: 


/ 4m - 2 Sisen O ( 


Srn + 3 Sí 


Similarmentc a! reemplazar ésta expresión de a.„, en 
fa de la tensión, encontramos: 

3Sf + 4 Sisen 6 


r-r- 


8m + 3M 


)mg 


f -f \ 
V 7 

* 


un i 

* c * ler -" > periferia del cilindro y está relacionada con I 
nui"-__. An lineal del centro de masa de este, ; 


7V».Vii 





* /*t 




- 


T 


a 



”'.V 


7 


Respuesta: 

., , ,4m -2MsenO 

1 ~ ( ~i -777“te 

Sm + JA7 

, JA/+ ^AÍiíflO 
b) / • /--- —) mQ 

8m + JA/ * 


pR.3,29. ¿Cómo funciona unyo-yo? 

I 

I 

Un yoyo consiste de un disco de madera u otro material 
cuyo borde tiene una ranura profunda alrededor de la cual ; 
se enrolla un cordón que, anudado a un dedo y mediante 
sacudidas, hace subir y bajar el disco alternativamente. 

3 ) ¿Cómo funciona el yo-yo? | 

Considere un yo-yo formado por dos discos sólidos de 
radio 7? y masa combinada A/, unidos entre sí por una 
barra de radio menor, r y masa despreciable. Se enrolla | 
con una cuerda ligera de longitud L y luego se libera 
estando el extremo de la cuerda fijo. Determine: 
b}La aceleración de centro de masa de) yo-yo. 
c ) La tensión de la cuerda en el descenso y el ascenso, 
dj El tiempo que tarda en regresar a la mano del jugador. 


§Qly£lón: a) l:| yo-yo desciende bajo la acción de la , 
& rav cdad, perdiendo energía potencial y adquiriendo. 
ner Eia cinética de rotación. Al llegar al punto mas bajo, ¡ 
f . , * l ' cnc momentáneamente pero, debido a la energía ; 
y üuhn^ rota ción el hilo empieza a enrollarse de nuevo, | 
' P°r I a cuerda con un movimiento retardado. 
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--"T.’yo-vo tiene aceleración, debemos 

: r isí*«»*»" <* ,üt p “ 

aplicar la ccuaciw 
por el centro de masa. 

p T 

V r .Lo - rr *' 2 r 

7 ífffi if73 


+ 


A 


r-f—; 


La ecuación de 

n 


traslación vertical del centro de masa es. 


)V, .h s -t-m,' 


T « A/e - A ía 


cm 


m 


Icualando las 


„ j os expresiones encontramos la acclerac.on: 


A/e - Ato, 


r f : 


A//? ¡ 

2 r 



C7, 


a 


2r__ 

( i _ -T A? 


2r" + /?' 

La aceleración <u, de subida y de bajadas son iguales, 
c) Sustituyendo a m , hallamos la tensión T. 


2r , 

T - A/e- M( - ? T ? )S 


R 


2r*+R* 2r Á + R í 


Afe 




d) y el tiempo que le toma al yo-yo regresar a la mano es: 


r»2 


_2¿ 2 uJy+R 2 ) 

«cm ' 


i 



PR-3.30, Pe/ofa tía bowüng que desliza antes de rodar 

Se lanza una pelota de masa A/ y radio /? por una pista 
horizontal con una velocidad inicial, v 0 , y sin rotación 

inicial La pelota desliza durante un cierto tiempo antes de 
empezar su rodamiento puro. 



Si el coeficiente de fricción 
cinética entre la pelota y la 
superficie es fi ( ., determine: 

a) El instante t¡ a partir del cual 

la bola cesa de patinar. 

b) La velocidad final del centro de 

masa de la pelota. 

c) La distancia que habrá viaja 

cuando empieza a rodar. 


o 


l 
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UCHK 


rctlucc la 

airli’' h mientras que el lorq 


- i- * i .p 




,UtíU OCI centro 

", ,n¡cnlrns que el lorque q llc ejerce va 
líl! “ '¡I veliiciil.nl angular hasta que se alcanza 

•m f f ib r - i f a a. mm. 1 V k ■# i É r % J'* ■ jAl J a. mm¡ * ■ 

< d ¡eiín .le 
I) ii” 1 


if u .n|.inul> ... - - - -I-' ~ .1 

•nrfl ,c ' 'c rodadura. La aceleración angular es: 







a 


T 

OT) 


£ 1‘rX 


vi 


A m 2A //Í' / s 2 R 


i a vd^ 1 
p.lació' 1 * 


idad angular va aumentando de acuerdo a la 


w(t) - f ctdt = ~~i 

J n 


2 R 


La 


aceleración (negativa) del centro de masa es: 


l 


f * — F r = A/íif/n 
* ,r 


^£771 ~ 


Pr Afe 

M 




velocidad lineal del centro de masa decrece en el ¡ 
licinp 0 linealmente. j 

v(t)~v 0 -a cm t = v 0 -n c gt 


cm 


V 


O 


a j La condición de rodamiento puro se alcanza en el £ 
instante en que se cumple: ¡ 7 V 


v( i}} = Rw( i¡) 

v o-^cSti =(~^-t,)R 


0 


¿ V 


1 7 it c g 

b) La velocidad del centro de masa en ese instante es: 


1 cm ™ t’o i l t y( 


0 • ^ 


2 v, 

7 

7/U’ 7 


0 La distancia que habrá recorrido la pelota hasta e; 
momento es: 


esc 


r 

Vtll - v 0 l, - J- 

o 2 


d*v j £ i / .2 Vo 2 /2 v; 

'/‘.S 2 7 /i,.,? 49fi c 


/2 vi 


C, M.'0/ní 
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PR-3.31. Disco girando que se coloca sobre el suelo 

Un disco sólido de masa M y radio R se P° nt - r ‘ ^ 
con una velocidad angular L 
suavemente en contacto con una superficie fien zonta 
cuyo coeficiente de fricción es } luego se suc ta. 



Determine: 

a) El tiempo q Uc t;irJ 
para empezar el rodáis 

b) La velocidad angul» 
en ese momento. 

c) La distancia n Uc 

recorrido hasta esc m nm habr á 

|,> . ,un ientQ 

-d) La energía perd ¡ da * 

proceso de deslizamiento e! 


Soluci ón: a) Ua fuera de rozamiento, F, * = p c A fg 

hace que el cilindro empuje el piso hacia atrás y el piso 
empuje al cilindro hacia delante: 


2 


F J =F r - Mq 


cm 




m 


M 


I*c8 


La aceleración angular es negativa y su módulo es: 


i 


T b= / rr 

Vm t cm'* 


a 


cm 


F r R 


I cm ¡MR-12 


R 


En el transcurso del tiempo la velocidad angular 
disminuye mientras que la velocidad lineal aumenta: 


ir p 

íuf t) =tú 0 -at = ü) 0 -2 LL ^t 


R 


v( t) - a an t = (p c g)t 


La condición de rodamiento puro se alcanza en el instante 
en que se cumple: v( t } ) = Rüj{ i ¡), es decir: 


H c gt } ~R((ú 0 ~2^-ti) 

R 


ü) () R 

li « - 


La velocidad angular de rotación en ese instante será: 


,.0 í 

R W 3 


(O 0 


c) La distancia que habrá recorrido el cilindro 
instante es: 


en ese 
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» n 1 s ^MfJ W 1 / 

i. r, - -(i'cfix-—>' 


'2 


_’%R_ 

,H t>, i: 


enC rpías cinéticas inicial y final 


ífT 


I , ,.,l » MR 2 ) fu 2 e L MR 2 ,,, 2 

Ko ' V r "' 2 2 " 4 '> 


2 , JLfv * 

Ll co i + /Wl 1 

A| 2 


son, 


}.(' MR'Mí^R? 

¿ ** 3 L 3 

I A4D 2 2 

- MR lt)n 

12 0 


D 


pérdida 


de energía cinética es: 

AF - K¡ - Ko = KÍR coq = ~~K 0 


¿Hacia qué lado se moverá el carrete? 

Un carrete está constituido por dos discos cilindricos de 
radio R montados en los extremos de un cilindro centra] 
de radio r. El momento de inercia del carrete respecto de 
su eje central es l cm . El carrete está sobre una superficie 
horizontal con una cuerda enrollada de forma tal que 
emerge por debajo del cilindro. Se jala por la cuerda con 

una fuera F que forma un ángulo tfeon la horizontal, sin 
que el carrete deslice. 

a) Determine la aceleración del carrete. 

b) ¿Hacia dónde se moverá el carrete? 


Solución: a) I.as ecuaciones para la traslación del centro 
de masa y la rotación en torno al centro de masa son: 


2 

2 


F x -F eos O- F r - Mu 


cm 




/ (i 
orí 14 


F r R-Fr-l 


“cm 


cm 


R 


Ajamos f de esta última ecuación y lo sustituimos 

lr| I j 

ni Pantera, obtenemos la aceleración del centro de 
, aSlldel carrc te en función del ángulo Rúe orientación de 

Acuerda: 
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, ^ ,mi cvoresión determina 

h) El signo — ¿^ As( por 

cuál seria el sentido dt I* * _ n p S [ 0 sucede 

- u t ¡ msfí~rlR, entonces a rm - l '- *- 

ejemplo, si cosu -" ’ ., , u Düsa 

J . . ¿ j, i» i,%ncirm de la Liicrua 

cundo la linca de acción de■ • . _ h) ya quc c | 

por el punto O de contacto u* _ L 1 ^ 

h „ „ min ,n de F tV de las deniás ÍUcI7íls) 

torque respecto a ese punto ül / ly 

es cero y por lo tanto el carrete no debe rotar. 




Si la línea de acción de F pasa a la derecha del punto O, t 
cj carrete rodará a la izquierda y la cuerda se desenrollara j 
(Fie. a). Por otra parte, si la línea de acción pasa a la ! 
izquierda del punto O, el carrete rodará a la derecha y la 
cuerda se enrollará (Fig, c). 


Respu 


esta: 


al fl -f , cosd-r/ R — 

M 1 + l cm¡ m ¡1 

b) Si cos8>r/R , e | carTe[c 
rueda hacia adelante. 

Si cosO<r/R , el 
rueda hacia atrás. 

Si cosO = r/R^ no se mueve. 


cañete 


PR-3.33. ¿Dónde se desprenderá el cilindro? 

Un cilindro sólido homogéneo de radio r se coloca, en 
una posición de equilibrio inestable, en la cima de una 
superficie cilindrica de radio R que es suficiente rugosa 
para evitar deslizamiento. El cilindro parte del reposo y 
rueda sin deslizar. ¿Cuál será la posición angular, ü, 
donde el cilindro pierde contacto con la superficie? 



CILINDRO 


Solución: Aplicando !a conservación de la energía entre 
las posiciones A y B del cilindro, escribimos: 


mgfR + r)-ntg(R + r)cos0= l Mv¡ m +Lt cm0) 2 


Si susmuimos: I = Mr : , 2 y aplicamos la condición de 
rodadora sm deslizamiento: « - v m / r . se obtiene: 
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2 


r){ 1-cosO) i» 

*Y w ? 


hora la segunda ley de Ncwtnn en la 
l ¡£ »fli^ c i” na l a la superficie de contacto: 

lii^" .,2 

r «= rugeos0 - A' - nt(——) 

1 n R + r 



, 2 en esta expresión, hallamos la fuerza de 

(5tll yertdo »rm 

55 

«.mgcosO-ij^fyR + rV-cnsOis 


I c ijindro pierda contacto se debe cumplir la 

í^.f w.í. Luego el ángulo buscado es: 
c ofidici° n 


c os 6- 4 -(1- co50 > 


a ^ 
COSO = ~ 

7 


0=55.2° 




fuerza vertical para un movimiento horizontal 


,, n c ijj n dro sólido de masa M y radio R descansa sobre 
. 0 - ta bi as horizontales paralelas. El coeficiente de 
fricción estática entre el cilindro y las tablas es , 14 . El 
cilindro tiene enrollado una cuerda mediante la cual se 
aplica una fuerza F 0 dirigida verticalmente hacia abajo, 
a) ¿Cuál es el módulo de la fuerza máxima que se puede 
aplicar para que el cilindro ruede sin deslizar? 
b> ¿Cuál es la aceleración horizontal del cilindro para este 
valor de F 0 1 


Solución: La ecuación de rotación en tomo al centro de 
masa es: 


2 


t = / /y 

b cm 1 cm v 


(F 0 -F r ) 

cm A IR-12 MR 


1 


Petando la condición de rodadura sin deslizamiento: 


a - Íül 


R 


MR 


(F 0 -F r ) 


/ 

F r - Fq - “ Ma cm 



Cárnica de Rotación - © D. Figueroa 



Respuesta 


0~ arccos(4/7) = 55.2° 
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•' i, tr*jchriñn horizontal es. 
L;i ecuación tic traslación m 

“ f, “ A/í Vm 

leudando las tíos expresiones de F r : 


r_í- Af/j “i 


:Uí 


, m 


3 J c 

Fn * T A ^ Vm * ’t r 


Para que no haya deslizamiento. la fuerza de rozamiemo 
no ruede exceder el valor máx.mo: F, s t'A > la ue _ 
normal N está determinada por la ecuación de traslación | 

vertical: 


\ Fy = N - Mg - f q c {) 
F r s p,JV - p,< AÍ S + F o) 


Por lo tanto, el valor máximo de F 0 será: 


-F 0 s p r ( M& + F 0 ) 
J 


F "* ( rk ,Mg 


b) Para este valor de Fq * la aceleración del centro dt masa 
es: 


a 


r m 


2 Su 

UÍ 2-3p f 


r )Mg m (~~Z~)8 


2-3[i e 


i + ) 

v A 



N 


a 


Lili 


♦ V 


X 


Respuesta: 


a) F 0 s r^%- )Af s 


2-Jh 


L) H m f - 


2 l‘r 


2 - 3ft e 


)$ 


PR*3.35. flesu/fa Imposible mover ese bloque 

Un aro de pared delgada, de masa m y radio R está sobre 
un bloque de masa Af, el cual u su vez se encuentra sobre 
un plano horizontal liso. 



1 ■*;< / ■ , - yS. ■; . 1 j 


140 


Mediante una cuerda enrollada al 
aro, se aplica una fuera 
horizontal F ü , hacia la derecha. Si 
la superficie de contacto entre el 
bloque y el aro es lo suficiente 
rugosa para que no I -13 ) 3 
deslizamiento, determine tos 
aceleraciones del aro y del bloque 
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i 


,/i i* 


s , ( ,que 1,1 a P ,¡ «ir la fuerza f (i , 

I**', nacía la «* “«Icradón , u ¡ e 

r sC n lllL . ]a i/qutcrdxi ton auclcracif 

moviinicnio <icl fl ro sou: 

i 


yhíicta 

• ,ncs * 

*Ü‘ 1L 


>n a 


el 


Las 


^' F " +F 

Sr cl „ 


r m mú t m 


íl) 


RFfí ~ ¡if r ° Km ft 


( 2 ) 


4 v 


de inercia del aro es F 
rodamiento es: 


nl oment° 


irj 


Ar 


y la 


o 

a = — 


gfW + <*h 

R 



guando las ecuaciones (1) y (2), encontramos: 


a 


2F 0 - n 2 


!&-(a cm + Oh) + mfl fm • ( M + m Km + Affl, 

R‘ 

útuyendo en esta expresión la aceleración del bloque: 

F r ma cm - F n 
íJ i 


ipK-J 


L 

M 


y 


A/ 


M 


Encontramos así la aceleración del aro: 

<km-r 6 / « 

Usando esta expresión, la aceleración del bloque es: 

F r ina t . w - F 0 F 0 -F 0 


Ni 


Respuesta: 


% 


M 


M 


M 


0 


Concluimos que el bloque no se mueve y el aro rueda 
sobre el bloque como si se estuviera suspendido en el aire. 


Aro: - F 0 /m 

Bloque: a b - 0 
El bloque no se mueve 


FB-3,36, Un mecanismo sencillo y barato 

En la sala de cine del pueblo se instaló un mecanismo 
sencillo y barato para hacer que la puerta de salida se i 

b 

cierre automáticamente cada vez que la dejan abierta. Al 
extremo superior de la puerta se amarra un hilo que pasa 
por dos pequeñas poleas fijas a la pared y de fricción 
^preciable. Del otro extremo del hilo se suspende una 
ix'tella con agua y masa total m. La puerta es de ancho 
4 tUra Wy masa A/. ¿Si la puerta se abre hasta un ángulo 0 
) Liego se libera, cuál será la velocidad de la botella 
cn el momento en que la puerta queda cerrada? 
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i , ,, .i L , conservación de la energía , 
Solución Aplicamos ■ rt sl ¿ abierta perpendicular 
en los ¡nsianies en que ■' P Ut . ccrra rse. Suponiendo ¡ 

a la pared.. S f „ roMm icnio, la perdida de 
que las bisagras (reduce en energía 

energía potencial de b M ción dc la ! 

cinética de traslación de la botella > 

puerta: ; , / 2 

mgAA - "tnv'í +“V Ü 

El valor de /„ se obtiene considerando la puerta como una 
.crie de barras de masa m, y longitud L. que giran 
alrededor del extremo ubicado en el eje de las bisagras y 
cuyo momento de inercia es conocido: I, - n h L IJ. b 
momento de inercia total de la puerta rectangular sera la 
suma de los momentos de inercia de todas las barras. 




El descenso A/i de la botella es justamente la longitud de 
hilo que se desliza por las poleas durante la rotación de la 
puerta: A/i - JlL . Además, como la cuerda no se estira, 
la velocidad de !a botella es igual a la velocidad del borde 
de la puerta que gira: v h - toL. Sustituyendo estas 

expresiones en la ecuación de la energía, hallamos. 




1 i / 
—¿tu' (m + — M) 

2 3 



Despejando, obtenemos la velocidad angular de rotación 
que tiene la puerta justo en el momento en que se cierra la 
puerta: 


tu 


1 


241, 


mg 


L(m+—M) 


Por lo tanto la velocidad de la botella en ese instante será: 


v b * coL 


2-JlmgL 

(m+^A/) 




Vh 


(m + 


© 
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4 


Bo bote oblicuo do uno pololo de ping-pong 

0F"" 



. L , ping-pong- dc radio r posee una velocid: 

t‘l ^ F oniTiiUr 


tn¡1 pb' 0,a - 'y una rapidez angular C u¡ 

^ _m ..mi »*ct'i trufonnl'i ««i f_ 


id 

ando se 

¡ 0 fiZ tin, ‘ 11 J nLi raqueta que está sostenida en forma rígida 

Im pelota choca con la raqueta de tal forma 
deslizamiento ni tampoco pérdida de 
qti t «J 0 p^rniinc la velocidad (magnitud y dirección) de 
íI1<:r iÍ al abanta' ía aqueta. 

|3 r 


^jjgrV La fuerza dc contacto que ejerce la raqueta ■ 


| 3 pelota consiste de dos componentes: U fuerza 


^ Ñ y !a fucrza de r07:aniieníü csdtico ' F r- Durante 
^¿ve contacto, la pelota no desliza y F r no realiza 
fl r - su efecto es disminuir la velocidad de rotación y 
^ o ar su centro de masa hacia arriba. El choque es 
a |Ttico y se conserva la energía cinética total, K 0 - K f : 


/ 

2 


1 

2 


7 

d. 


I 


+ ~l cn fiío - -mv‘ + -í cm ü) 


l_ 

? 


mvo + I C m íú 0 = m ( 1 X + K ) + ¡ c m M 

El movimiento dc la pelota en la dirección .* corresponde 
a un choque elástico con un cuerpo masivo: v x - . 


m\'l + I cm o>o = ni(-v 0 )' +rnv; + ¡, m tú 


hm^O m mV Y + ¡ on w 


El momento de inercia de la pelota, considerada como una 

esfera hueca, es: I i m » 2mr' / 3 . Tomando en cuenta que 
la pelota no resbala, se cumple la relación v v «íor: 


2 1 ^ T 2 ^ 1 y 7 

(- mr‘ - mv*‘ + (—wrr ')(—)* 

J 3 r 


f^ s pejando, obtenemos la velocidad vertical: 



v v "i IJ ( °o r 
tír iu tanto, el módulo dc la velocidad final es: 



o 
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n— 7 f 2 2 : 2 

V " }¡ v \ + v \ ■ J v 0 + ^ m J r 


El ángulo que forma con la horizontal es: 




# ^2/5o^r i 
0 - arctRÍ—) m areiR( * 


v 


v 


n 


PR-3,38 - Pasando el rodillo sin que resbale 

A un rodillo que tiene la forma de un cilindro sólido 
uniforme de radio R y masa M, se aplica sobre su eje una 
fucr/a /' constante, a un ángulo 9 con la horizontal. El 
rodillo rueda sin deslizar sobre una superficie horizontal 
cuyo coeficiente de fricción estática es p e . 

a) Determine la aceleración del centro de masa del rodillo. 

b) ¿Cuál será la máxima fuerza que se puede aplicar sin 
que el rodillo resbale? 


SqIvqIÚHJ al Aplicamos la segunda ley de Nesvton para 
la rotación del cilindro respecto a su centro de masa: 


i 


“ ¡: r R - l on a 


7 

El momento de inercia del cilindro es: l cm - MR‘ ¡2, y la 
condición de rodadura sin deslizamiento: a-a cm f R. 
Sustituyendo estas expresiones: 


« 


F MR 2 )--i-Ma 

m R 2 R 2 


cm 


Si recmplaziunos esta expresión en la ecuación de 
movimiento de traslación horizontal, encontramos: 


2 


F x -FcosB~F r -Ma cm 


l 


Fcos6-—Ma cm - M(L m 


2 Feos 6 

2 Ma ™ " Müvm “* "717” 

b) Usando este resultado, la fuerza de fricción estática es: 

r _ / tt/ 2Feosd i 1 

F r -—Ma cm - -3ff-——— )--Feos6. 
l ¿ J M 3 

Para evitar deslizamiento se debe cumplir: F r s p/I. 


Res 


Dltn 







(0 



N 
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LlI^' 


, lí. » ÜC 


normal exlá dada por: 

*f/i\ 11 


1 
f V 




n 0+ N-Mx m0 




N " - F íí73Í> 


l f í ( ts0 £ /vf A/tí - /• Vívri/y 

7 


la fucrzii que se puede aplicar sin que cj 

11 d f A/.e 

* 5 rrwí)/J + n t senO 





¡9. Descenso de un carrete en un plano Inclinado 

discos pesados de masa M y de radio R están unidos 
*** * barra ligera de radio mucho menor, r. El carrete 
^.^mado sobre una rampa inclinada a un ángulo fíy 
so bre la barra ligera de modo que los dos discos 
pan p° r ambos lados. Si el carrete se suelta y rueda 
abajo sin resbalar, determine la aceleración. 



cglucióm Según el diagrama de cuerpo libre, la 
ecuación de movimiento para la traslación en el plano 
inclinado es: 


2 


F x - (2M) gsen 0 - F r = (2 A 1 )a c 


m 


Uecuación para el movimiento de rotación es: 



ern 


/>r- WI 



liando en esta ecuación el momento de inercia de los 
Joí cilindros: 


1 


l cm -2{-)MR 2 - MR- 


* denc para la fuerza de roce: 

r fr«(Afl? 2 )<ÍÍíl> _ 


F r “ ( “)A/j t -|n 

r- 


O/nám/ 
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Sustituyendo ct. la ecuación (I) * Atiene I» acclcraaon 


r“ 


m 


CA/lH 


H 


qscnO 


f \ m 


(| + R~I 2 r-) 


PR -3.40. Descenso de cilindro enrollado en dos hilos 

Un cilindro sólido de masa M. longitud L v radio R tiene 
dos cuerdas largas enrolladas cerca de cada extremo. Los 
extremos de las cuerdas están fijos en el techo de manera 
tal que el cilindro se sostiene horizontalmente y las 
cuerdas están (casi) verticales. Si se suelta el cilindro, 
determine: 

a) La aceleración lineal del cilindro al ir cayendo. 

b) La tensión de la cuerdas al desenrollarse. 


I 


fíes 


Pu 




V’-Vc/jO 




Solución: a) El movimiento de descenso vertical del 
cilindro está dado por la ecuación: 


2 


F v - A/tí - 27 = Ma t 


•m 


y para el movimiento de rotación en torno al centro de 
asa: 


2 


cm 


277? - Icn¡ct 


2TR = (-MR 2 )— 
2 R 


( 2 ) 


Combinando las ecuaciones (1) y (2) obtenemos la 
aceleración del cilindro: 


M í¡ím 


dem * ^ g 


Sustituyendo en la ecuación (1) se obtiene la expresión de 
la tensión en cada cuerda: 


Y ~ ‘Mdcrn Afff — Af (2fl/ 3) 1 

2 " 2 


-Me 
6 s 
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T 

i a ) (bu * 7 S 



© D. Figueroa - Cep.3: Dinámica de R° ís 


$2 


a i Descenso do un disco enrollado con otro 


^oniogcncos de masas y radios iguales A/y r 
sll,5 ^ m cntc están enrolladas de manera simétrica por 

^'rda Iig críl c incxtensib,c ‘ ^ t ^ sco sl| perior puede 
11 CtlCf cimiento alrededor de su eje que está fiin c; 


Ull 

CllCr r ozamiento a!rededor 
giftf ; sin | jisco inferior, determine: 

* dC ^Ü!inn de la cuerda. 


,\l 3 

b) 

caídí 1 


U accIcr: 


ación del eje del disco inferior durante su 


■ luciÓlU a ) Las fuerzas f l uc actúan sobr ¿ los dos discos 
^V^Üíradas en la figura. Para el movimiento de 
ilación del disco inferior con aceleración fe 

‘Tunda ley de Newton liene la forma; 


2 


Fy = Mg- T\ = Mdcm 


(I) 


Parad movimiento de rotación de los dos discos respecto 
a sus centros de masas, las ecuaciones respectivas son: 


^^Tq» “ 

2 


** T[R = IcmCtl 


(2) 


T mi a TjR B 2 


(3) 


Donde las tensiones tienen el mismo valor: 7i « 7: « 7 y 1 
se considera que los discos son cilindros homogéneos con 

t 

momentos de inercia: I crn - — A//?*. i 

4 m 

U aceleración del centro de masa del disco inferior es ' 
i^al a la aceleración del centro de masa respecto al punto 
0, más la aceleración de éste respecto al eje fijo: ; 


<k-m » «i + «2 - «i R + gzR 


lo tanto; 


dftn m ( 


T2R TR 2 TR 
—■ + ^~)R . 2-= p - 

hm km lem ~ MR Z 12 M 


4I 


^^tiluycndo esta expresión en !a ecuación ÍD. 
duramos la tensión de la cuerda: 
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7\ 

Mc-T - A/<4—) 
s M 


r-i Af? 


b) i'.t eje del disco inferior desciende con una aceleración. 


(Af?/5l 4 

f^-rn * 4- * , C 


M 


5 


PRil42 : ¿Ascenderá o descenderá la pesa? \ 

Dos discos de radios respectivos R y -R se encuentran 
unidos con el eje común y tienen un masa total SI) un 
momento de inercia ¡ nn . til sistema se encuentra 

suspendido mediante una cuerda ligera por el escalón de 
menor diámetro y una pesa de masa m se suspende del ¡ 
escalón de mayor diámetro. Si se deja caer la pesa: 

a) Determine su aceleración. \ 

b) ¿Ascenderá o descenderá la pesa? 


Solución * a) Supongamos que el disco escalonado se 
mueva hacia arriba con una aceleración lineal ir y su 
movimiento de rotación tiene aceleración angular tn. Las 
ecuaciones de movimiento son: 



7*2 - Mít - 7j - Sft¡2 







Supongamos que la pesa se mueva hacia abajo con una 
aceleración lineal t/j . La ecuación de movimiento es: 


I 


F v »mg-7j - ma\ 


(3) 


Aquí los valores de las tensiones 7j y T\ son iguales. Las 

aceleraciones lineales están relacionadas por las 
expresiones: 


íij * «2(2 /í)-CT2(/í) = cí:/? y cn^azR 

Tomando en cuenta estas relaciones y combinando Jas 

ecuaciones (1) , (2) y (3) para eliminar las tensiones, se 
obtiene: 
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i 


roí 


l,i t¡>" 10 


\l,‘ + rrj i,' - ftfiti “ Afo\ + ,,| 

R~ 

|a aceleración de la pesa es: 


£í| 


(m - ;Vf)l» 

f M + m + —.) 
R 2 


.servamos en esta expresión que, si /m > A/, entonces 
b)ü n la pesa se moverá hacia abajo. P or otra parte, si m 
* 7 gonces tn <0 y la P«a se moverá hacia arriba. 


pfl-3.43* ¿ Por Q ué ia bo(a 3terriza en el vaso? 

, |as demos de física que hacemos en clase en la 
^¡v C rsidad consiste de una tabla de longitud L articulada 
un extremo mediante una bisagra, de modo que pueda 

Limarse a un ángulo e varia ble. Se coloca una bola de 
cro en una pequeña depresión sobre el extremo superior 
la tabla y se fija un vaso de plástico en la tabla, a cierta 
distancia de la bola (Fig. a). Cuando la soltamos, la tabla 
v la bola caen y la bola aterriza dentro del vaso \ Fig. b). 
j) Demuestre que esto sucede solamente cuando el ángulo 
íítiene urt valor menor de 35,3 a . 
b) Si la tabla articulada tiene 1,0 m de largo y se apuntala 
en un ángulo de 35°, ¿dónde debemos ubicar el vaso sobre 
h tabla? 


—u 


SslUSléQl a) Para el movimiento rotacional de la barra 
de masa Sí y longitud L, escribimos: 


i 


ro - í(yct 


i 1 , 

A fg(- L eos 0) - (- MI? )a 


velocidad angular de la harta es: 


3 ¡í 

(x --cosG 

2/. 


federación tangencial del extremo de la barra es: 


«i - cxL --£cos0 


Cía 7- 
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a 


Repuesta; 

(m - m jj 
(A / + m + * rw 
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La componente «nica, de la aceleran « 

A v - flíCOS0= rtL--S c0S 


Si es,a aceleración es mayor que g. entonces I, puma de h 
barra oslará adelantada a la pelota en la eaida. 


3 v, cos 2 0£- cosfla V 3 / 3 -0,816 

-gcos*'0*£ eos u£ „ 


3 


Por lo tanto 
ser: 


el ángulo inicial para que esto ocurra debe 


Os 35,3" 


b) Para que el vaso quede en la vertical por debajo de la 
bota, debe estar en la tabla a una distancia del extremo 

articulado: 


x 


LcosO * (Wmyjlñ = (l,0m)V2/3 =0.8l6m 




b)e - 0m m , distan,*, 

desde el extremo fi: 


i a) Ó s 35.3° 
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verifica tu comprensión 


A ^ momento do Inercia tío un cuerpo... 

^ niedad única que es intrínseca del cuerpo al 

a Fs una P r °P 
‘gual q üC su masa ' 

, 1 cu masa, su forma y su velocidad angular. 

H IXP cnded 

roporcional al torque que se le aplica al cuerpo. 

, A*\ píe en torno al cual está girando y de la 

« Depende au w 

, ra en que está distribuida su masa respecto a ese eje. 

uede determinar suponiendo que toda su masa está 
concentrada en su centro de masa. 


F-3.02. El torque neto sobre un cuerpo rígido... 

a) Es cero si la fuerza neta sobre el cuerpo es cero. 

b) Es diferente de cero si el cuerpo se encuentra rotando, j 

c) Solamente depende del módulo y dirección de las 

fuerzas aplicadas. \ 

| 

d) Incrementa siempre su energía rotacional. 

e) Debido a un conjunto de fuerzas, no es igual al torque 
que ejercería la fuerza resultante. 


PE‘3.03- Momento de inercia de 8 esferltas en un cubo 

Dcho esferitas de masa m se encuentran situadas en los 
'ónices de un cubo de arista «. Considerando un eje que 
P J sa por un arista, el momento de inercia del cubo es: 


a l ¡ ■ 4w t 
d ) I -1 Orna 2 


b) / - 6nw*, 


e) / - 


c) /* 12/mi 


a P>3. Dinámica de rotación - © D. Figueroa 
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, , M -cuerpos tendrá más inercia? 

P E- 3 J 4 ? ¿ C uái ds e1 p 

. tímen ¡cual rna^a, altura y 
Los cinco objetos mostrados tienen tg 

ancho máximo* 



(a) <b) 

CILINDRO PRISMA 


(C) 

ARO 



■Sin realizar ningún c „ 

de estos objetos t ' . 

1 - s tendH ,’lcuíi 

momento de inercia^ C| *k* 

cjiie pasa por el centro'/ 0 3| e* 


PE-3.05. ¿Cuál barra llegaré primero a!piso? 

Se tienen dos barras idénticas, una de las cuales tiene una 
masa amarrada en un extremo. Las barras se apoyan por 
un extremo al piso y la pared para que no deslicen, y se 
sueltan simultáneamente. ¿Cuál llegará al piso primero. 

a) La barra sola. 

b) La barra tjue tiene la bola. 

e) Las dos barras llegan simultáneamente. 



PE-3-06. ¿ Has{s dónde se devoró lo bo¡3 blanca ? 

Una tabla ligera de longitud L se apoya en un soporte a la 
distancia ÍJ^ de un extremo. Hay dos bolas de igual masa 
m, una blanca que está sobre el extremo inferior y una 
negra que se deja caer sobre el otro extremo desde una 
altura //, El choque es tal que no hay pérdidas por calor y 
cuando la bola negra alcanza su mínima altura, la blanca 
alcanza una altura máxima que será.... 

a) Igual a // b) Menor que H c) Mayor que H 


m 


O 



i 


PE-3.07 . Esfera, disco o aro:¿Cuálsubirá más arriba? 

Una esfera, un disco y un aro, de igual masa y radio, ¿Cuál alcanzará mayor altura en el 
ruedan alineados, sin deslizar con igual velocidad sobre ; plano inclinado? 
un plano horizontal y luego suben por un plano inclinado 

a) La esfera 

b) El disco 

c) El aro 

d) Alcanzan igual altura. 
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tsdfr 





. i.dando un popel debajo de un cilindro 
3iP° é ^ 

(Jtscatt'tt sobre una hoja Je papel encinta j c 

dl'" Jr ”,:| papel * va jalando suavemente hacia I, 

La "’ cs:l ' ' 


¿M.ieia dónde so m , 
la mcsaVcro r n, ' ; ' rCspcrto 11 

kt u . . . t - 3 <o ,n p.ipe 

a la ^'l f nn «!«» 

. .. . y al P a Pel- 

' lac,a |J izquierda con respeto 

u la mesa v (rirh i. < i 

, ILkM L» derecha con 
•especio al papel 

d} I lacia la i!in,. f .i,, , 

J ,J trecha con arpeen, a 

1*1 mesa V h'tri-, u ;» ■ . 

. U‘ici.1 la izquierda con 

respecto a! papel 


P0M 


, ¿Hacia dónde se moverá el triciclo? 


sidere un triciclo para niños a) cual se traba el 
«nhrio de modo que solo pueda rodar sin deslizar hacia 
pelante o hacia atrás. 


Luego le colocamos los dos 
pedales en sus posiciones mas alta 
y mas baja y le amarramos una 
cuerda al pedal mas bajo, el cual 
sostenemos hacia atrás en 
posición horizontal. Cuando se 
tira de esta cuerda hacia atrás, el 
triciclo deberá moverse... 

a) Hacia adelante. 

b) Hacia atrás. 

c) Seguir parada. 


PE-3,10 i ¿En cuál caso resulta mayor la aceleración? 

lita barra está compuesta de dos partes de igual tamaño, 
b mitad de aluminio y la otra mitad de hierro. En el caso 
!^l se le aplica una tuerza en el extremo de aluminio y la 
arta gira alrededor de un eje en el extremo de hierro. En 

sc ^ a pl* ca la misma fuerza pero en el extremo 
f rra \ k arra gira alrededor de un eje en e! extremo 
auminio.j Eii cuál de los dos casos resulta mayor la 
nación angular de la barra? 

í' S ' rá ma >w en el caso A. 

'* rá "«yor en el caso B. 

igual en los dos casos. 


ALUMINIO 


HIERRO 


HIERRO 


ALUMINIO 


Cí A3; Dlná 
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PE- 3.I1. Cuantío elcarrete llega al fina > de la rampa.. , 

,, m Al llegar al final d L * h r . 

Un carrete está compuesto por dos ám* 41 ‘ * i ^ pjcrL , c conlaclo , Jm Pa.| a 

unidos por una barra corta de radio mu '-* t entran en contacto con i* 

carrete rueda sin deslizamiento cuesta abajo j. ■ horizonla |. p lHlcmos ,a 
rampa, con su barra apoyada sobre la superite te. rrn -' 


horizontal. Podemos aíw 

u,rr b;ir ... 

en ese instante, su velocij. , 

<j c 


traslación v 


al No cambia 
b) Disminuye 

* m 

I c) Alimenta 


PE-3.12, Una tabla sobre dos rodillos 

Una tabla de masa uniforme descansa sobre dos cilindros 
A y B, los cuales están girando en sentidos opuestos.... 


Llr 




||- - 




«■a. 


PE-3.13. Cómo distinguir el huevo cocido del crudo 

Una técnica sencilla para saber sin un huevo está crudo o 
cocido, sin romperlo, consiste en ponerlo a girar como un 
trompo. El huevo cocido por ser sólido tiene un momento 
de inercia definido y gira con regularidad durante un 
tiempo apreciable. Por e! contrario, en el huevo crudo el 
movimiento de la cáscara no se transmite con efectividad 
al interior que es Huido. La rotación del huevo crudo es 
irregular y se detiene luego de dar muy pocas vueltas, 
debido a su asimetría y al rozamiento viscoso. 


Debido a que los cilindros e ji 
fuerzas de rozamiento sob 
tabla, esta se moverá e 
transcurso del tiempo.... 

a) Hacia la derecha. 

b) H acia la izquierda. 

c) Oscila hacia adelan 

hacia atrás. 


Suponga que tenemos dos huevos, 
uno crudo y el otro cocido. 
Ponemos a girar uno de ellos 
sobre una mesa y luego tratamos 
de detenerlo, tocándolo por arriba 
con un dedo momentáneamente. 
Si al retirar el dedo, se observa 
que el huevo empieza a girar de 
nuevo, podemos concluir que... 


aj Ese huevo está crudo, 
b) Ese huevo está cocido. 
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fj 0 zad l!onto SObf ° 193 rucdBS cJo un automóvil 
t jjjó?ítrá4® cs ^ acelerado hacia la derecha sin 

I í lltí,llU,V Jcsli/ arr,icnlu tJe SL1S ruciJas ctm eI sucio. 


la tracción del -mi, , ., 
caliza el cíe L mÓVl1 líl 

i J ti*- las niaiíK 

*■». ¿CMU de |„ üh „' " 
mostrados pcnlríi r ^ s 

fuer/v t. ? fL ‘P^senlar las 

ejerce ro/ani,cmo 4'ie el sucio 

¡ CJUCe sr)b re las ruedas^ 



g 3,15 Pelota en un tazón mitad Uso y mitad rugoso i 


u ¡«uierdí * pelota en n^o ** J U pelo,., * suelu dcsJc üna 

P He un tazón que tiene una superítete lisa en el lado altura H en el lado liso y a) 

all ° crdo y una superficie rugosa en el lado derecho. descender hasta el lado rugoso 

C * meda inmediato sin resbalar. 

La altura que subirá en el lado 
derecho será.... 



a) Menor que H. 

b) Igual a H. 

e l Mayor que H. 


PE 3.16 . Pelota en un tazón mitad Uso y mitad rugoso ti 

Parla derecha se suelta una pelota en reposo desde lo alto La pelota se suelta desde una 
de un tazón que tiene una superficie lisa en el lado altura H en el lado rugoso (lado 

izquierdo y una superficie rugosa en el lado derecho. derecho), donde rueda sin resbalar 

hasta llegar a la parte lisa donde 




















































































PE-3.17. ¿Gira o no gira la barra? 

, • m- i*n h forma indicada, con 

Una barra de masa despreciable en la 

ÍM - OB , está suspendida por un hilo uiu f 



C 





Hn la posición <j c 
tramo Mi está U '^'o 
horizontal. Si 
iguales en A y cn q 

afirmar que la barra; ' 


ai gira a la izquierda 

b) gira a la derecha. 

c) no gira. 



EL3J8. Un acto da equilibrio 


Para mantener un palo cn posición vertical, cn la palma 
la mano, es necesario ir ajustando la posición de la mano 
porque es un equilibrio inestable. La dificultad sera menor 
cuanto menor sea la aceleración angular de caída del palo. 
Suponga que fijamos una eslora pesada cerca de un 
extremo del palo. ¿En cual de las situaciones mostradas 
será mas fácil mantener el equilibrio? 


a) En el caso A. 

b) En el caso B. 

c) Es igual de fácil en ambos casos. 


PE 3.19 . ¿Cómo funciona un yo-yo? 




El yo-y o es sostenido por un hilo cuyo extremo superior 
se mantiene inmóvil. Al desenrollarse, el yo-yo pierde 
energía potencial adquiriendo energía cinética de 
rotación. Al llegar al punto mas bajo, el hilo comienza a 
enrollarse ganando energía potencial. Podemos decir que.. 



a) La aceleración de caída del yo-yo es igual a la 
aceleración de la gravedad. 


b) La tensión de la cuerda es igual al peso del yo-yo, 

c) E! yo-yo gira con una velocidad angular constante. 

d) Debido a las perdidas por rozamiento, en cada periodo 

hay que darle un pequeño impulso para que vuelve a subir 
por si solo a lo largo del hilo hasta la mano, ! 




© D. Flgueroa - Cap.3 ; Dinámica de rotación 


156 




con una veiociuau r. Ulep, rueda n.esia ... 

un n-on-V-’n hasta alean,,r „„a altura n,á íimj a , t Wcra 

.lí ' 1 ’* 1 U. h, ir.. ... 


rcJnnJ" dcscnnonuo rueua hwizonialmc,,. 5 ¡ n 
on un» velocidad v. Luego rueda cuevu 


puede ser? 


ñor UII "" 

rf* r ,/ . 3v- 14 H 



^1 Ln aro 
L 1 f n disco 

Un cilindro 

e ) Un disco o un cilindro 


p£«3,2l • En ergio do rotación vs. energía de traslación 

suelta una esferita desde la parte superior de un tazón y 




tazón, ¿q uc 11 u 
energía de rotación 

a) 75 j 0 %, 

j)40^ 


b) 60,0 
e) 28.5% 


c) 50,0 c ,r, 



PE‘3.22. Tirando de un yo-yo por un suelo rugoso 

Un yo-yo está ¡nidalmente en reposo sobre una superficie ¿Para cada una de estas 
horizontal la cual presenta suticiente fricción para que el S situaciones, diga en qué dirección 
yo-yo ruede sin resbalar. Se tira de la cuerda aplicando x müVerá el >’ 0 *y°- 
una tensión T < A/t», en las tres direcciones indicadas: 

! a) a (=* 0 . b (no se mueve). cc<=> 
b) A(=>), Bino se mueve), ci=*) 

I 

! C) A (<=), B (=#•), C(*=) 

d) A(=*), B( =*i, Cí=>) 

- !e)A(=>), B{«=). C(=>) 

¿ 



- fj*. 

(A) 



Dinámica de rotación - 


© D. Figueroa 


157 








































































CAP. 3; RESPUESTAS A LAS PREGUNTAS 



158 


© D. Figueroa -Cap.3: Dinámica da ralada 1 




^Jento angular. I. Esta es una magnitud física que para «,» p ^ 

Si "w - ■*»».1 .Jl”; 

í¡'. ? i-» i»» •• «*. pn« 

1 i* ¿ctg* rnmo un sistema uc muchis nartirHi-ic t;„ . . . . J ’ 


P^ UCl °- c 

r * n ). E 

* r *> . i ■ " c .^ tí'™ en turno a im e ¡r* 

áderado &« como un s.s.ema de muchas partícula, Hn este capí, u ,o veremos que « J m 
■ -— hn eal o se relaciona con h c 1 uniwno 


(i 

cc»ns 

,nodo <l u 
lase? 


- - . , u. capitulo vercnitis que del n 

e | momento lineal p se relaciona con la fuera F median,. i, r 

• v , , r- ri , . r. mediante la forma mas general d, 

segunda ley de Newton. /• - , P ' dt . el momento angular se relaciona con el ,urque mcd ¡ im , 
kexpresan rotacional: r - dL / d, . Esto significa que si el .urque neto sobre un sistema es cero 
entonces el vector momento angular total permanece constante: este importante resultado s, 
conoce como la ley de conservación del momento angular. Veremos que la ley de conserva™, 
tí momento angular junto con la ley de conservación de la energía es de gran utilidad pan 
resolver problemas dinámicos de rotación cuerpos rígidos, por comparación de los estados inicia 
y final del sistema. Esta ley, al igual que la ley de conservación del momento lineal.es una le; 
fundamental en la física de validez general que se aplica aun en el análisis de los sistema 
relativistas y cuánticos. 


En este capitulo Ud. encontrará aspectos relacionados con 

* Momento angular de una partícula 

• Torque y momento angular 

* Momento angular de un sistema de partículas 

• Torque y momento angular para un cuerpo rígido 

* Impulso angular 

• Conservación del momento angular 

’ ' . * '■ , .• - - •’ * 

— • -'U «Gal * - * -i á -«-p’w 

ap ' 4 ' Mom entoangular - ©D. Figueroa 


















































DINÁMICA ROTACIONAL DE UNA PARTÍCULA 

La variación con respecto a! tiempo del momento angular 

es: 

di d ^ dr _ _ dp 

— = — I r x /) ) - — x p + r x — 
í/r dr di dt 

- - 

= v x mv + r x — 

rff 

En esta expresión el primer término es nulo (ya que 
v xv * 0) y el segundo término es justamente el torque 
sobre la partícula (r « r x F), luego: 

di fdt = r 

Por lo tanto, el torque sobre una partícula es igual a la 
tasa de cambio de su momento angular. Los vectores f y 
L deben calcularse con relación al mismo origen en un 
marco de referencia inercial. Este es el análogo rotacional 
de la segunda ley de Newton (dpi dt *F). 


160 


MOMENTO ANGULAR DE UNA PARTÍCULA 

Sea una panícula de masa rn \ momento line j 
localizada por el vector de posición r con respecto a 
origen O en un marco de referencia inercia!. El momento ¡ 
angular con respecto al punto O se definL por el prc u j 

vectorial: _ I 

El vector momento ungular tiene los siguientes atributos. 

Módulo : / i rpst’nO , (0 ángulo entre r y p) 

Dirección: L es perpendicular tanto a r como a p 

\ 

Sentido: Dado por la regla de la mano derecha. 

La unidad Si del momento angular L es: J-s 


l. 




Momento angular 
de una partícula 

L - r x n 



La tasa de cambio del motílenla 
angular de una partícula es igual al 
torque que actúa sobre la panícula 
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ni 


4^ 


_ n to nnfi ü — -.•b'-u 

„ sumando los momentos angulares <| c 

" r j* (J L r _ (Y ,rt»v 


lar de un sistema relativo a un origen 


^ forman, 


& rt rculas 




gil 




.L, + U + L 


L 


1 mo ”WMos an Rular ex de 
Je suman 


^OMENTO ANGULAR 


sistema de partículas derivamos respecto al 


uj* ^ 

S ¡ r opresión del momento angular total, se tiene: 

f ■£2 íim £2 f ‘ñ 


dL 

dt 


1 


- dp, 


n x 


dt 


2 ? - d - 2 


esta sumatoria, debemos distinguir entre los torques 
internos y los torques externos al sistema. Los torques 
se cancelan en pares, ya que las fuerzas intemas 


internos 


entre cada par de partículas son iguales y opuestas 
(Tercera ley de Newton) y quedan a lo largo de la línea 
d- separación de las partículas. Por tanto, solo quedan los 
torques asociados a 'uerzas externas. Esto nos permite 

concluir que: 

dL ! dt - x ext 


La rapidez de cambio del momento angular de un sistema 
de partículas es igual al torque externo aplicado. 


En esta expresión, tanto L como r ít , deben calcularse 

con respecto al mismo origen en un marco de referencia 
inercial. 


La expresión anterior, no es válida en general si el punto 
0ri gcn está acelerado. Sin embargo, cuando escogemos el 
Ccntro ^ masa para calcular tanto el torque como el 
tomento angular del sistema, la expresión anterior es 

a aun s ' c l marco de referencia del centro de masas 
no fuera un marco inercial. 


Wom *nto anguiar - <S D. Figueroa 



O 


: i + ^y m ~(^j ~r f )x F¡. - o 


Los torques intemos 
se cancelan en pares 


2*. ley de Newton 
para la rotación 



Válida en marco inercial 



En marco de referencia del CM, 
(aunque estuviese acelerado) 
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ROTACIÓN DE CUERPOS RÍGIDOS: EJE FIJO 

Suponga un cuerpo rígido que eirá en tomo a un eje lijo 
(que tomamos como eje ;) con velocidad anudar <o. 
origen puede estar en cualquier punto del eje de rotación. 
Un elemento de masa m¡ ubicado por el vector posición 
desde el oiiecn O. tiene un momento angular tu\a 
componente z es: JJ. - siendo R el radio del 

circulo que describe la partícula, La componente - dd 
momento angular total del cuerpo rígido es: 






Aquí la sumaloria es el momento de inercia / del cuerpo 
respecto del eje de rotación, por lo tanto: 

L =/w 

Esta relación escalar para la componente del momento 
angular a lo largo del eje de rotación z , es siempre válida 
para cualquier cuerpo rígido, simétrico o no t que gira con 
respecto a un eje fijo. 


Si el cuerpo tiene simetría axial con respecto al eje de 

rotación, los vectores L y tú son paralelos y podemos 
escribir la relación vectorial: 

Í - ¡tí) 

Para otras situaciones, la relación vectorial no siempre es 

válida, porque los vectores ¿ y w pueden apuntar en 
direcciones diferentes. 


IMPULSO ANGULAR 

El impulso angular de un torque es el análogo rotacional 
del impulso linea] de una fuerza. Si integramos la 

expresión, «dL ¡dt , se define el impulso angular 
ejercido sobre un cuerpo entre los instantes // y /?, por la 
relación: 



Cuerpos de forma arbitraria 
que giran en torno a un cj c f¡ J(> 


L. = ho 


Cuerpos simétricos con 
relación al eje de rotación 




L <= ¡Cu 


El impulso angular es igual ai 
cambio del momento angular 


De modo que el impulso angular sobre un cuerpo es icual 
al cambio en su momento angular. g 


Í*t2 


- f‘2 . - 

1 ^extdt - L{ ti ) - L{t \) 


j= 1 t exí dt « AL 

J /j 
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T 


e pVA 


CION 






C 0fjS , „ «iseíW entre lorquc neto externo y c | 
AÉ0 ° Aúr podernos escribir: 




oh 




o 


L = instante 


i tU 

s ¡ c [ jorque neto que actúa sobre un sistema es 
p ^‘1' momento angular total üe dicho sistema * 
.n-ra- C gsia es una relación vectorial, lo que significa 
<o<, u¡cr componente de L será constante si | a 
que cUa j¡ente componente de f es nula. 

„/iríCSP° n 


Ley d c 


del 


’ címscrvacirt 
'uoinciito angul 


m 

.ir 


'SfT_ . afl 



n cuerpo rígido que gira con su eje de rotación Hjo, 
^Morque T z es nulo, entonces la componente ¿ del 
51C cnt0 angular es constante: L = Ioj. Esto significa 
^ la inercia de rotación del cuerpo que gira, cambia 
j f hasta h P or ün rcac omodo de sus partes, la 
^rv'rción del momento angular se expresa así: 

I jíOj = / 7 ÍO 7 


Si T : = 0 

^ (,) l = h (1) 2 “ Constante 


La condición anterior implica que si / aumenta (o 
disminuye) entonces co debe disminuir (o aumentar). 


por ejemplo, en el caso de una patinadora que ejecuta una 
rotación sobre una pista de hielo, ella lo que hace es 
aplicar la relación anterior. Para girar más rápido peca sus 
manos y pies a su cuerpo (reduciendo su momento de ■ 
inercia), y para girar mas despacio extiende sus brazos 
(aumentando su momento de inercia). En ambas 
situaciones el producto ho debe permanecer constante. 




Conservación de la componente 
vertical del momento angular 

I(ú = ¡CO ** cons tan te 




Momento 
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PR -4.01 . Ve en linea recta f tiene momento angular 

a) Determine el momento anfuiar d^ una p 
masa m que se mueve con velocidad 

una línea recta que está a una distancta e 

, t i - omim con i cual velocidad v 

b) Dos partículas de masa m a> ^ para i c | as 

en sentidos opuestos, a lo largM| ” * amento 
separadas por una distancia «- t 7 

angular total con respecto a cualquier origen 


I 



SefVCMni a) Según se indica en la figura los veciores ^ 
y v forman un ángulo <p en un cierto ins 
El momento angular respecto al origen O es: 


¿-íx/j-rx/m'- 


rmvsen<p{-z) 


La distancia rsetvp es precisamente la distancia 
perpendicular, d, que hay desde la línea de movimiento al 
origen. Por lo tanto, el momento angular será constante: 



Z - mvd( -z) 

De modo que una partícula aun si no está girando, pero 
moviéndose en linca recta, tiene momento angular 
respecto a un punto que no esté situado sobre su 
trayectoria. El momento angular depende del origen del 
marco de referencia. 


b) Si tenemos dos partículas de igual masa, moviéndose 
en líneas paralelas con velocidades iguales en sentidos 
opuestos, el momento angular total es la suma vectorial de 
los momentos angulares individuales: 



L •Lj + L¿ •mv(d+ h)(-z) + mvh)(+z) 


Bsma& 


L « mvd( -zj 

El resultado sería el mismo sí el origen de coordenadas 
estuviese ubicado en un punto entre las líneas de 
movimiento. Vemos que este resultado no depende de la 
ubicación del origen. 


a) Z - mvd( -z) . Es constante 
en el tiempo. Depende del 
origen, 

b) Z - mvd( -zj * No depende 

del origen__— 
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2 /.tórnenlo angular do una partícula en rotación 


I, de tt , * , '' ;l tfl P®^ ^cl P^mo A y se ntueve en 
,V»P ;,f " V ". en una Wyccloria circular de radio ft, cnn una 

latid •»> 


rir' instante t. 


. . tu momento angular: 


neter* 1 " ' | n ,into O en el centro de la circunferencia. 

1 i*hV0 I . 

punto P diamctralmcnte opuesto aJ punto A 


> ,ÍV ° 



¡ón- a) Con rcs P ccl ° 3 ccníro dcl círcul °-el vector 
v | a velocidad r son, respectivamente: 
lición r y 


po> 


pondo 


r = RcosOx + RsenOv 
y •= dr f dt ** -R cosen Ox + RtocosQy 

, a , m dO l dt y v - íoR . El momento angular es: 


f = rx /i= r x mv 


I „ m( RcosOx + RsenOy) x (-RíoscnOx + R cu cosOy) 

i . mR 2 ojeos 2 6 + sen~0)z = rnR 2 ü¿ - mvRz 

b) Respecto al punto P, el vector posición r y la 
velocidad fson, respectivamente: 

r - Rx + R cosQx + RsenOs' 


v 


lír t dt - -Riüsenílx + RcocosOv 


Por lu tanto, el momento angular de la partícula es: 


L**r xp**r x mv 



L - mR{( / + eos B)x + senOyJx Raj-senOx + cosOy) 
l - mfC w(( ¡ + eos Ojeos 0 + sen‘0} z ** mR'io( / + eos6) 


v 


L « mvR( i + rostí }z - mvR( 1 + eos— t)z 

R 

c que en este caso, el módulo del momento angular 
con el tiempo. 


*P-4. Momento angular - © D. Figueroa 


pospuesta; 


a) ¿o - mvRz = constante 


v 


f bj Lp - tn\R( 1 +eos ■ t)z 

















































































PR-4.03. Torque y momento engu. 

. ,i ,;«■ v sicue una trayectoria 
IFna partícula se lanza a Verifique que. 

parabólica bajo la aeuo ^ rc | Ju ó„ entre el 

respecto a un punto dado.. P 
torque y el momento angular. 


ilL tdf* 



Solución: a) En un instante dado el vcctür posición del 
proyectil es: 

r - xr + yy. 

El torque que ejerce la fuerza de era\ edad. F mgy • 
respecto al origen O. es: 

r - } x F - fxx + yy) x (-»&')■ “ ~( rn S x ^ z 

Como la cantidad de movimiento lineal es: p = -mvy . el 
momento aneular será: 



Z - r X P = Í xr + yy) x (-mvy) ■= -f rm-x): 

Derivando respecto al tiempo y lomando en cuenta que x 
es constante y dv i dt*g, tenemos: 


dL d , A . ¿v . 

— « — (mvxiz - -mv —z - m—~xz = -wcxz 
í// di dt di 

Esta expresión coincide con la del torque,f = -(ntgx)z y 
por lo tanto se verifica la relación: di i di - f 


PR-4.04 . Momento angular de un péndulo cónico 

Una esferita de masa m que está sujeta a una cuerda de 
longitud / se mueve en una circunferencia horizontal 
como un péndulo cónico. La cuerda da vueltas formando 
un ángulo constante 0 con la vertical. Determine 

a) El momento angular respecto al punto de soporte. 

b) El torque ejercido por la gravedad respecto al punto de 
soporte y verifique que se cumple la relación: di (dt = f 

c) Verifique que se cumple la relación: L = Ico . 
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a) L**-(mvx)z 

mgxfz 

u dL 

b) — = t 

di 
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HjCtÓfl- 


. .,) Las ecuaciones Je movimiento 


Je h 


v,.. 


sentí - nuo" r 



f =. TcosO - nig 


Jo T J c cs,c par lle ecuaci °ncs. hallamos 
^ lar: 

(¿r ^ lú 2 Jítf _ 

r hentí ¡eos 6 


la 


S i usamos 


coordenadas polares, el momento lineal es: 

M *• A 

p = mvif> = nuonp = mcolsenQtp , 


y 


c | momento angular: 


l - r r x p = 


P 

IsenQ 

0 


<¡> 

0 

m adsen 6 


-IcosB 

0 


** r f 

L, = mt íü( eos Osen típ + sen * üz) 
m Derivando L respecto al tiempo, se tiene: 


dL j , Q Q dp 2 dz 
— = mP túfeos usen 6 — + sen 6 —) 

dt dt dt 


Las derivadas de los vectores unitarios son: 


dzfdt-0 


dp í dt - (ú x p = (ü( z x p) » (o<p 


Por lo tanto: 


dL i q «i * 

~ - mi" (— : —¡costísentíé = melsenOQ 
dt ¡rostí 


resultado coincide con el 
gravedad: 


torque de la fuerza de 


T " 0> x F 


P <P 

¡sen 0 0 
0 0 


* 

T 


l cosO 
-rng 


mg!sen6<¡¡ 
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■i-... i-, relación: dL i dt " t. 

Por lo tanto, se verifica ta 

• u h inferí la respecto al eje de 
c) El momento de inercia de la ; 

r> «• / - mr‘ - mí/ar/tfM . P™ 1° 
rotación que pasa por O 


fíe 


al 


s f>o 


e »f| 


tanto: 


/ai - 


Que es justamente la componente - del vector L 


L - "^«HcosO SCn0 * 
siendo: en » Sen & 


<\s() 

J m mshenéi * i 

c) JL “ l(o 




b) 


ll 


PR-4.05 . Momento angular de un ero redondo 

Un are, de radio R y masa m osla rodando sin deslizar 

•-- Vr-ni en 


Ull UJU UL- I41UIIZ .» j - 

sobre una mesa horizontal con una velocidad 
dirección +.r. En un cieno instante, el punto de contacto 
def aro con la superficie de la mesa está a una distancia d 
ild origen O de coordenadas, y a un ángulo 6 respecto el 
eje +.t. ¿Cuál es el momento angular total del aro 
respecto al origen en ese instante? 


Solu ció n'. I I vector posición del centro de masas del aro 
en ese instante es: 


r cm ** dcos fix + dscnOy + Rz 


El momento lineal del centro de masa del aro es: 
fi -wiv* .í. Por lo tanto, el momento angular "orbital" 

" ¡ l r( I wíi 

del centro de masa del aro respecto a O es: 

Krb " ím x Pcm *(dcosBx + dsendy + Rz) x (mv cm x) 

Lrb - -mv cm dsendz +ntv cm Ry 

Por otra parte, todo diferencial de masa del aro está a 
igual distancia R del centro de masa y gira con igual 
rapidez (v rm ) alrededor del CM, por lo tanto el momento 
angular de giro alrededor del CM es: 


V™ 


fd.r 


rx vdm = mv cm R\ 


El momento angular tota! del aro es la suma de dos partes: 
una correspondiente al movimiento del CM y la otra 
proveniente del movimiento del cuerpo respecto al CM: 

K>iai * Krb + Lgiro ■ 2 mv m Ry-mVn,dsen&7 






X 

> 


R$5PU£Z& 


htrb 

k 


-mv cm dst?ttOz + 


Ry 


W o~ mv cm R y 


L,nrnt " 2tnv rm Ry - 


dst'tt^ 
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- fomento ungular en la máquina do Atwood 


. j c Atwood consiste de una polea de radio R 
a inercia /„ alrededor de su eje; que tiene dos 

cn 0 .. nn susrxmdidas a cada InHn 


lin» incrcisi /„ alrededor de su eje; que tiene de 

.V" 1 '" 1 " y mi suspendidas a cada lado medianil 

) j c jTia Si1 ' 

_^ "1 


r. JC mas- 5 . 

¿£0* i I 

! 

, c ] jorque y el momento angular def sistema 
p¿ierfl 1ir ^j ^j e q Ue p;isa por el centro de la polea y aplique 

[Oí#* 10 . . /7 /dt~T, P ara hallar la aceleración lineal de 

1.^-f 

lasP* 1 I 



-- 

CÍÓW Cuando evaluamos el torque externo total j 
^%]¡ístema, la fuerza sobre el eje de la polea no ! 

tribuye por no tener brazo, ni tampoco las fuerzas 
bridas por la cuerda sobre cada uno de los objetos, por 
-estas fuerzas internas. Solo contribuyen al torque neto, 
ps fuerzas externas m,g y m 2 g que tienen brazos de i 
palanca R respecto al punto O: ] 

x ne¡ii =* t, - t¡ = m 2 gR - mjgR - (m 2 - m¡ )gR 

En el instante en que las pesas m¡ y m : tienen velocidad I 
v> ja polea tiene velocidad angular io«v/R. Las tres ( 
contribuciones al momento angular apuntan en la misma j 
dirección: ¡ 

v 

i - rtifVR + m 2 vR+ l ( yo ”(m¡ + m 2 R + Iq— 

R 

Derivando esta expresión respecto al tiempo y aplicando 
la relación: di f dt = , en forma escalar nos da: ! 

dL ¡ ñ dv 

~r m l( m ¡ + m i )R (m 2 - in f )gR 

dt R dt 

| 

tuesto que dv ¡ dt - a , tenemos: j 

I 

I 

i 

l 

+ m 2 )R+ ”/«<■(' m 2 -nijjgR 
R 




u ndo, la aceleración de las pesas es: 


( n h~m f )gR 

f "f; +m-> )R + -2- 

R 


( 


tih - m 


v 


m 2 g 


Respuesta 


L 


+ m 2 + 


l 


o 


)S 



R ¿ 


mt-mt 

a-( --- ,)S 

m¡ + + —=r 

' Jr 
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hn? e f extremo do la barra 

PR-4.07. un golpe seco so 

i i mtiid L está inicialmcntc en 
Una barra delgada de on- j a a | a barra 

—-—r.* * 

pcrpcndicularmci u ^ dc la barra mientras da 

quc .SC despto c ccn ' a ; c ¿d 0 r de SU centro de mas,’ 
„na vuelta stmip ‘• independiente de la masa 

de la barra y de la magnitud del i.npulso reetbtdo. 


Solución: Durante el breve intervalo de tiempo en que 
actúa la fuerza F . comunica al CM de la.barrauna 
velocidad de traslación. El impulso lineal de la fuerza e. 
igual al cambio en el momento lineal de la barra: 


--F 

di 


|Ydí- jdp 


Pl - P\ 


/■ 


Fdi » M(v cm -0) 


(O 


Kl impulso angular del torque comunica a la barra un 
cambio en su momento angular: 


di 

dt 


■= r 


í Td, ~I 


dL « L't - L 


[jFdt-jfFdr-l 0 (a>-0) 


( 2 ) 


Siendo el momento de inercia de la barra respecto a su 
centro de masa: ! cm - Mi: i 12, Sustituyendo (I) en (2): 


¿ , i A/L : 


(O 


6v cm 


■ .1 tic ¡upo que toma la barra en completar una revolución 
es: 

2.t 


Ar 


irL 


10 6v o,/L m 3» tm 

El desplazamiento del CM en ese intervalo de tiempo es: 

d cm = v m \t = v cm l !í 




fíesp- 


*1cm m 


*L 

3 


No depende ni 
masa, ni del inip^. 
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^ na El rodillo disminuye m marena acl cajón 

pp 4.Q& 

. ma sn A/ se está moviendo inicialmente con E! ¿aía» ~ 

W hacia la derecha sobre un piano rin j radio */£££ “ 

^,n icnt ° í m ^ ,almeme cn «poso y cuyo eje 



est; \ n J°- Al comienzo, el cajón 
desliza pero la fricción es 
suficientemente grande como para 
que el deslizamiento cese antes de 
¡ | c l uc P^rda contacto con el 
cilindro. Halle la velocidad final, 
í ; v 2 del cajón. 


—~ x 


ción: El cilindro ejerce sobre el cajón una fuerza de 
^TIn7n F que en virtud de la tercera ley de Nevvton, i 
cual y opuesta a la que ejerce el cajón sobre el 
CS |indro El impulso lineal que ejerce esta fuerza sobre el ! 
-ajón l e imprime un cambio en su cantidad de 

fnovimiento lineal. 


± =F 

di 


fH; 


dp = p 2 - p¡ 


/ 


- I F r dt « M\'j - Mv¡ 


(I) 


Por otra parte, el impulso angular que recibe el cilindro es 
igual al cambio de su momento angular: 


dL 

dt 


- r 


f: di ■ X 


itf.-L.-I 


f'Mylt - R /, F r dt = l ( yo 2 - I 0 cúj (2) 

U velocidad angular inicial del cilindro es nula. io¡ ** 0, 
) cuando cesa el deslizamiento se cumple - úJitf ■ 
usando estos valores y sustituyendo la expresión (1) en la 
u). se obtiene: 


v 2 


-R( Mv 2 - Mv¡) - I 0 ü >2 m 

A 


° r lanl °t la velocidad final del cajón es: 


vi 


2 } + I 0 /MR : 
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Respuesta: 


v ¡ 


V 2 “^T , 1 jn2 


/ + / fJ / MR 
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v „ riAhft aolpenr una bola de billar? 
££4X2. ¿Dóndese debego P 

. „ meo se golpea «na bola de billar de radio R, 

¡SE m «® — 1 * “ ! "“ í ' 

on |a 

«X -Ouc relación guarda u - 

velocidad lineal de la bola, después del impulso. 
b); A qué altura II P«r encima de la superficie de la mes 
debe golpear la bola para que ésta empiece a rodar sin 

deslizamiento inmediatamente después del golpe. 


Solución: a) F.l impulso lineal que ejerce el taco sobre la 
Miuswk cambio en su 

bola imcialmcnie en reposo, tí. i c uai 

cantidad de movimiento lineal: 


/ 


Fdt - A/j - mv 


(i) 


Por otra |>arte, el taco también le comunica a la bola un 
impulso angular, el cual es igual al cambio en su cantidad 
de movimiento angular: 


; 


Tí/f» f // 


-T 


Fdt - M = I nti io 


(ii) 


Sustituyendo el impulso de !a ecuación (i) en la ecuación 

(¡i) y puesto que el momento de inercia de una esfera 

2 

sólida respecto a su centro de masa es: I tm *» 2mR~ 15, 
hal laníos la relación entre v y ur. 


(H-R)mv - / fm íu 


2 

V en - 


R 


VJ 


5(H-R) 


b) La condición para que la bola ruede sin resbalar desde 
el comienzo es: v rm = R íü . Por lo tanto: 


2 R 


5{H-R) 


di^Rít) 


2R‘*5R<H-R) 


7 

H * —R 
5 


Rn conclusión, para que la bola no patine se debe golpear 
no en su centro, sino a una altura (2/5)R sobre el centro. 
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~ qq¡(í do bIRor golpeada por debajo del centro ■ 

pJ0¿ y * 

'' , hiilar tic rnasa m y radio R, inicial mente en 1 -n rw 

I[l 3 bo la [ C im golpe instantáneo mediante un taco. El i h crm ‘nc la velocidad de la 

.miso rCC ’ 1 r \¡ cil cn dirección horizontal a una distancia j * cuando ein P¡eza a rodar sin 
> *? a io del centro de la bola y esta adquiere una : dcsl,/ar 
0 inicial »•„ • b) CaIcillc el trabajo realizado por 

celoc ,Ja ¡ la fucrza dc ««amiento durante el 

' deslizamiento de la bola. 


ve 



dón: a) impulso lineal que ejerce el taco le 
centro de masa de la bola una velocidad 

comunica ai ^ 
inicial V0: 

j" = A p- mv'o 


ii mismo tiempo el impulso angular le comunica una 

velocidad angular ü)q• 



frdt ° /ij Fdt - í cm a)Q 


2 2 i 

-R(mv 0 )-(—mR 2 )a) 0 


ÍOq 


5 v 0 


3 R 


El movimiento posterior de la bola viene gobernado por la 
fuerza de rozamiento/),: 


2 


F x - -F r - ma c 


:rn 


a. 


:m 


£. 

m 


i 


T cm *F r R m l cm a => o 


F r R F r R 5 

i „ « 


5 F r 


I cm " 2mR 2 i 5 2 mR 


a bala tiene un movimiento de traslación uniformemente 
bardado con velocidad inicial v 0 y aceleración íi tm y de 
tución uniformemente acelerado con velocidad angular 

% y aceleración angular «: 



F 

1 r 


vf,)mv o + a„t-v 0 -—t 


m 


(0(!) m + C £ m + -— t 

2 mR 






/) ^ 4 j>J '* - 

°nenta angular * © D. Figueroa 



























































































imponiendo In condición: 

11 .. • ..... rrt „hiifne arelauo 


la rodil Jura 


i„ desli/aniienlo. se obtiene la relación 

16 


Mil 


F 

ni 


-z-f 


21 


V 1 


o 


Sustituyendo de vuelo en las expresiones anrenores se 
obtienen las velocidades li nales. 

16 s 




b) E! trabajo realizado por la fuerza de rozamiento 
durante el de si i/amiento de la bola es igual a la 
disminución de su energía cinética. 


IV - - Kj 


1 , / ^ 1:1, 2 * 
+ J"' 1 ' + 2 , ™ í " > 


/ 7 1 / 

IV --«if r f j - »’ ) + -! 


cr\ 


v 64 7 

- lr r )= --rm'o 
63 


^&tíS3t a . 



PR-4.11. Una bafa que hace girar la plataforma 


a bala de masa ni = Mí g es disparada horizontal menle 
con una velocidad v t , = 41)0 nVs contra la periferia de una 

plataforma cilindrica de radio R = 0,50 m y masa A7 = I 
ki\ la cual es libre de girar alrededor del eje vertical. 
Determine la velocidad angular de giro de la plataforma 
después del choque, en los dos casos siguientes: 

a) 1.a bala queda incrustada en el borde de la plataforma 
(choque perfectamente inelástico). 

b) La bala rebota de un pequeño diente situado en el 
borde de la plataforma (choque perfectamente elástico). 


Solución: a) Choque inelástico: Sobre el sistema 
cilindro-bal a no se ejerce torque externo en torno al eje 

del cilindro y por lo tanto, la componente vertical de L a 
lo largo de este eje se conserva, L mii i i¡ = L f¡njl : 

mv 0 R = /yüj - ( m R 2 + L mr 2 r 0 


ÍÚ 


mv 


o 


(0,05kg)(40Q[n/s) 


(m + -M)R (0,05kg + 0^xlkg)x0,5m 72t7rad7s 




■ 

Choque ineláxtico 


gn gv ,¡f 
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.¡¡¡sha*: la componente vertical de i a \ 0 


■ i f ^ , .de se conserva, ¡ t¡ ¡ = ly in¡l ¡ 

( ¡e c vU 1 
. tíL 

,|1 b ... 

í. . l.> —> tnl\(Vf¡ — vj - /tu 


/rU o 




U) 


. vC |ocidad de la bala. En este caso la energía 
S'^Vse conserva: 

^ , , / , / 



-m\'o -- "11-' +-h»' 

1 / J 


m(va - » ' )= ho 


Un 


oque 


'o 


(2) 


v t) + v = (¡>R 


finando las ecuaciones (I) y O): 

„4v„ + v> ~ 1,1,2 * 

• vendo o) de esta ecuación en la primera ecuación, 
Atenemos la velocidad de rebote de la bala: 


M 


m(v 0 -'’) = -T< v O + v > 

L 


2m- M 

'-I- - -A'o 

2m + M 


2x0,05kg - lkg 

í ---)400m/s = -327.3 m/s 

zx0,05kg+ lkg 

Líi velocidad angular de rotación de la plataforma es: 
Vfí + V V 0 , , . 2m - M , v„ , 4m v 

ai =- a —) = i j 

R R 2m + M R 2m+A/ 

400m/s 4x0,05kg 
tú --(- 1 -) = 145rad/s 

0,5ni 2\0,05kg+lkg 


a) o» 


mv 


ti 


I 

í m + — Ai )R 

7 


Respuesta 


72,7r:td/s 


b) m 


4/n 


I - I45rad/s 


v 


—(■ 

R 2rn + A/ 

2m-M 

(- )v (i v - -327m/s 

2 m + A7 


PR-4.12. ei centro de percusión del bate: Donde se 
debe golpear la pelota de béisbol ¡ 

f» jugador de béisbol sostiene el bale por el mango y , 
eolp^íi la pelota en un punto a una distancia x. Con el fin 
dc n ° sentir el golpe al batear la pelota, ¿cómo debe el 
jugador escoger la distancia i? 

i j 

, ara simplificar el problema, suponga que el bate es una 
u 11 ¡forme de longitud L y que el jugador lo sostiene 

extremo. 



Ca 
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■- ' ’ , pelota ejerce una fuerza 

Solución: Supongamos dc , ¡empo A. cuyo 

¡■"pulsiva s¡ "l promedia de la fuerza dc reacción 

ríTm'™ def bateador es F n . el ¡mP uls ° de la f “ crza 
de la mano ücl cambio dc sll cantldad 

resultante sobre el bate es 
de movimiento: 




( 1 ) 


El impulso angular alrededor del punto O es debido 
únicamente a la fuerza ejercida por la pelota. 


(F„x)M- Sítá-to 0 


(2) 


Siendo i u el momento de inercia del bate alrededor del 
extremo O. La velocidad angular de rotación está 
relacionada con la velocidad del centro de masa del bate: 
v rm mu)(l/2). Dividiendo la ecuación (I} entre la (2): 


(F p -F, ,)M Mv 


cm 


FpX&i 


¡ (Í¡^L\ 
0 1/2 


m 


FJI-—I 


21 


o 


Si queremos que la fuerza de reacción de la mano sea 
nula, entonces se debe cumplir; 




21 


o 


2jo_ 

MI 


Suponiendo que el bate es una barra uniforme dc longitud 

1, su momento de inercia en torno a O es: l 0 - MI" 13 y la 
distancia .r buscada es: 

2( MI 2 i 3) 2, 

X- -;-- 

MI 3 

El punto C de aplicación del golpe se llama centro de 

percusión. Cuando se golpea la pelota en ese punto 

especial, el extremo del mango donde se empuña el bate, 

no se debe mover y el bate tiende a girar de manera 

natural alrededor de este punto; así queda minimizada la 

sensación punzante que el bateador podría sentir en sus 
manos (Fig. a). 

Si se golpea la pelota en un punto mas cercano al extremo 

del mango (Fig. b). la mano queda sometida a un 
movimiento hacia atrás del bateador. 

Por otra parte, si se golpea la pelota en un punto mas 

alejado del mango (Fig. c), la mano queda acelerada hacia 
adelante del bateador. «eientaa nacía 
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El punto C de aplicación dei 
golpe se llama centro de percusión 


Bssmmsi 







Fig. c 
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2 Ac0 ptam!ento do dos rodillos 

_. lr0S sólidos que tienen radios R, y r 2 Con 
C' 1,m r ,, ¡ncrcia // e /j, están sobre ejes paralelos. F.l 
,, ( iiiif nUlS yira inicialmenle n una velocidad aneular 

11 i rt ) i:r;t |líK p ... . .. 3 _ , 

s¡ sc 

) C 

dc r0¿ 

, i ríl t resbal*- „ , 

deidades angulares en sentidos opuestos. 

con ve ^ c ' s | a ve | 0 cidad angular final dc cada ci 

a)t£ u:1 c^rva el momento angular?. Si no se 

,c e conserva ^ 

jMP° rqUe ' _ 


jlipome- tva L .| cilindro pequeño paralelamente en 
M ,. Sl sL e | grande, comienza a girar a causa dc la 
>*1° t° rozamiento entre ellos. Inicialmcnte, tos 
fu L ’ rza 1 \ balan y al cabo de un tiempo quedan girando 

veloc ; 


) 


conserva. 


iórr Al tocarse los cilindros, en virtud de la y 1 ley 
las fuerzas de rozamiento entre ellos son de 

módulo y de sentidos opuestos: ÍF¡ /=/ F 2 F . Los 
l ‘" U - de estas fuerzas hacen que el cilindro pequeño se 
U ' r Ij l >re mientras que el grande se va desacelerando. Los 
au angulares en ambos cilindros producen cambios 
\ üS respectivos momentos angulares: 

di 


dt 


= T 


f 


Aplicando esta relación a cada una de los cilindros, se 
obtiene: 


R\ f Fdt = /|ffti] -íuqJ 
-/?2 i *Fdt - 1 2(102 ~ Oj 


Si dividimos estas dos ecuaciones, nos da: 


R > 


íUi I n 


ít) i 


M^R- 


R¡ (0 f — (Oq I] t»¡ — íUfj M 1 


(1) 




(O-y 



Cuando el deslizamiento cesa, las velocidades lineales de 1 
°s bordes se hacen iguales y en ese momento se alcanza ; 

la condición: 

~ i’i => (0¡R¡ = fUj (*-) j 

p 

Cúnibinado las ecuaciones (!) y (2) y sustituyendo los | 
intentos de inercia, obtenemos: S 


M 


(O 


A/i (0 () - tü 1 


Cb P.4: 
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m si calculamos el momento angular final encontramos 
que- L, + L¡*k Es decir, aquí el momento angular no 
l cierva. La explicación a esta aparente paradoja sera 
d;ida en el siguiente problema. 



pR.4.14. ¿cómo se resuelve esta paradoja? 

El estudiante A sostiene por su eje una rueda que gira en 
el plano horizontal a velocidad angular, íüq. El estudiante 
B sostiene por su eje otra rueda B, idéntica a la anterior 
pero inicialmente sin rotación, y luego la mueve 
horizontal mente hacia la rueda A hasta hacer contacto por 
sus bordes. Al comienzo las dos ruedas deslizan debido al 
rozamiento, pero finalmente giran con una rapidez 
angular común «>, en sentidos opuestos y por lo tanto, el 
momento angular total final será cero. 

a) ¿Cuál es la velocidad angular final de rotación? 

b) Explique por qué no se conservó el momento angular. 



Soluc ión : a) En el caso de dos ruedas idénticas podemos 1 
usar el resultado del problema anterior. Sin embargo, i 
usaremos otro enfoque, notando que los torques sobre 
cada rueda respecto a sus correspondientes centros son 
idénticos: 

r =r A x F Á = x F b 

Según se observa en la figura, ambos torques deben 
apuntar verticalmente hacia abajo, de modo que durante la 

interacción el torque sobre A, hace disminuir Z^ y el 

torque sobre B tiende a incrementar L B . Los cambios 

respectivos en L deben ser iguales: 

= A Z. t 




Cuando las ruedas alcanzan la velocidad angular común 

(o. los momentos angulares finales serán ¡guales v 
opuestos: 6 3 




-L 


A 
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|Vf 


K> 


,j»L' 


h 2 


‘i 


i l 


l 


n 


I 

O) « — fu 


o 


¿final “ + “ (i 


ón P° r * íl cua * tnomento angular no se 
t,) fílZ ríl jj ca en que al tratar de acoplar las dos ruedas. 
c0 nsP fV ' a : L t j c encaramarse una sobro Ja otra, y se hace 
c $ta* ir . ' jj^ar torques externos sobre sus respectivos 

‘ í poder mantenerlos fijos. 


Respuesta: 


a) (o • o) {) / 2 

b) i 

deben 


f 10 sc conserva porque se 


ejercer torques externos 
P¡ira mantener t i ¡os los ejes. 



B 4.15 & perrito al caminar hace girar la rueda 

. rueda de radio R y masa M esta colocada de modo j Sobre el borde de la rueda sc 
; puede girar sin fricción en tomo a un eje vertical que j coloca un perrito de masa m y este 

está fü 0 * 


empieza a caminar en sentido ami 
horario con velocidad constante, 
v, con respecto a la rueda. ¿Cuál 
será la velocidad angular que 
adquiere la rueda? 


\ 


m 


M 


f r ~ l 

-j i 




Solución: Sobre el sistema rueda-perro no actúa ningún 
torque externo según el eje de rotación, por lo tanto el 
momento angular en la dirección vertical se conserva. ¡ 
Inicialmente el momento angular es cero y para que este 
se conserve, la rueda debe girar en sentido opuesto al 
perro en relación al suelo. Los módulos de sus momentos 
angulares deben ser iguales: 




^ ^rut Jíi ^ ^perro ^ 


$ despreciamos la masa de los rayos de la rueda, su 
momento angular es: 

A-hí Jii " “ MR (0 

Mientras que el momento angular del perro es: 

Rpcrro " mRV 

r° nde to velocidad V del perro con respecto al suelo es 
a Su velocidad v con respecto a la rueda nías la 
Vc rocidad de la rueda: 
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V = v + (—/?«!) ■ 


Por lo tanto: 




fíe 




De moto que la velocidad angular de la rueda es: 


(tí 


m _v 
M + m A’ 


fPi/ 


% 


(!) 




. v 
^£niido l ?I Jf 


PR-4.1 6, La bala se Incrusta y hace girar al bloque 



Un bloque de masa M se encuentra sobre una mesa Si se dispara una bala cí c 

nias a*i 
3 3 ] a 

y nor '^l a [¿ 

! ...--¡ncruo^. 

w 


3 c n 


Un bloque de masa m - - una balado 

horizontal lisa, unido a una varilla rígida de longiiud J y con velocidad para | ! 

masa despreciable, que puede girar mediante un pi vote en 1 supcr ncie horizontal v 


torno al otro extremo. 




barra, la bala queda i„ CRJs .J 
el bloque. 0,1 

a > ¿Cuál scrá 'a velociJaj , 
rotación del bloque? c 

b) ¿Qué fracción de | a enpr . 
original se pierde? 


M 


Solución: a) Como no se ejerce ningún torque neto 
externo con respecto al eje de rotación, se conserva el 
momento angular total de! sistema bala-bloque. Los 
momentos angulares inicial y final son, respectivamente: 

L, - mv 0 il Lj =( m + M)vd 

Igualando: L¡ = L¡ y despejando tenemos la velocidad 
de rotación resultante del bloque: 

, m 

Vs( Z777 )v o 

m + M 

b) Las energías cinéücas inicial y final son: 

K ¡ 

K f -4f m + M)v 2 

2 2n,*M° 
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,,f I*' 


lililí^ 


,, friicctóri de la energía que se pierde en la 


F\ ;.4n 




i 


¡ m 


- - 


K¡ - A 7 . i__ 

A A m P ’ i 

t A ' 2 mV ° 


2 m 4 M 


o 




- Un ¿hoque rotacional Inelástico 
U 

¿ c momento de inercia I¡ gira con velocidad ; 
Lfn dlSC ° a ] r ededor de un eje vertical. Otro disco con ^ 
j# 1af ¡nerc ia he inicialmente en reposo cae sobre 
n»^ 11 ° Los discos deslizan al comienzo pero en algún 
i feaif a alcanzar la misma velocidad angular. 1 
“la velocidad angular fina!. 
a) U> uue la energía final es menor que la inicial. 

E ,)Verinq ue H ut ' 



inrques 

torque 


sc conserva. Inicialmente el momento angular es el del 
primer disco: 

Lo - I[ü) 0 



; a) En este sistema actúan solamente los 
[memos entre los dos discos, es decir, no hay 
externos y por lo tanto el momento angular total i 


En la situación final, los dos discos quedan girando 

juntos: í 

L f m I j (tí 4 / t(0 “ í /y 4 /■> )ü) 

I 

Igualando el momento angular inicial con el momento 
angular final, obtenemos la velocidad angular final: 



t>) La energía cinética inicial es: 



mientras que la energía cinética final es: 


i 

■ 

] 


J 

i 

\ 

f 
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, 1 


1 


l * ■* 


f —í/, 4/,)^ - T f/, +l 2 )[—l T (Oo¡ 

¿ 2 h + h 


I. ? I 


Ay;-™—/ iíl>¿ - 

2 h+h 









































































































I ,a razón 


de la energía final a la inicial o. 


ÍL m J- 

Kn ” i, + h 


i— </ 


I •, energía cinética que falta ha sido convenida en energía 
.érmica por la fricción entre los dos discos. 


PR-4.18 . Colisión Inelástlca para tumbar una barra 

Una barra uniforme de masa M y longitud L se coloca en 
posición vertical sobre una mesa áspera. Se lanza un 
Lazo de plastilina de masa m = A//3 con una velocidad 
horizontal c,. que golpea la barra en su extremo superior. 

La colisión es perfectamente inclástica y cuando la barra 
cae. el punto P. de contacto con la mesa no se mueve. 
Determine la velocidad angular en el momento en que la 
barra golpea la mesa. 


Solución: En la colisión no hay lorques externos al 
sistema barra-plastilina en torno al punto P de contacto 
con la mesa y por lo tanto se conserva el momento 
angular total del sistema, L¡ ~ Lj : 


I 


mv 0 l = IpOÍQ - (~~Ml + mi )ío 0 

Por lo tanto la velocidad ancular inicial de caída de la 
varilla es: 


3m\ 


cu 




M\ 


o 


V, 


o 


V 


(M + 3m)l (M+M)l 21 


Después de la colisión se conserva la energía ya que la 
fuerza de fricción en el pumo de contacto no trabaja: 

Kf + Uj-Kt + Ut 

¡7 1 i i M 

-I¡¿0* + 0 = -l P u) 0 + Mg- + -Jgl 

Sustituyendo en esta ecuación el valor: íd 0 = V(i ¡21 y el 
momento de inercia respecto a P: 


I P (v) 2 -ml)~Mgm + l) 

3 
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v o 


o 


© 


m 


M 


p 

T 


\ 


\ 




\ 


\ 


\ 


■ ■ ■ * ■ 


m 1 

rnjBm 

■ ■ '' 


' , i • ■ 

| | Mj ^ . * Tt 4 r _ i ' a» I 

í- • •; , ^ ■ L i . ‘i : ' ■ 

f . . - ■' ■ . ’ *>' - i 

"■ r —“í* ^ iÍu ~tw w f ..-i, . ■ - — : **'^ 
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sng^ 


í 


l MI 2 + * ?/ J ^ ” 7 ^ 


L ient¡> que tu - MI 3, obtenemos la velocidad 
í< r f(pa |: ¡ ;- 

v> m 21 


. 0 ai talar la cuerda, el disco gira más rápido 

, c mas a /«. atado a una cuerda se encuentra 
Un disc ° Iano horizontal liso, girando con velocidad v„ 
¡° bre UR j 0 je radio r 0 . La cuerda pasa por un orificio y 
- n u . j e ja mesa se le empieza a jalar lentamente 
p° r dL 1 i f: ,jio del círculo de rotación se reduzca a un 

rtastaq ueU ' 

, nrr Calcule: 

, vc |ocidad del disco cuando el radio es r. 

11 tc L ns ¡jn de la cuerda como función de r. 

í] El trabajo realizado durante el proceso y compruebe 

^ :„,r,1 t la variación de la energía cinética del disco, 

que es igu*u * l ia 


Solución: a) Como la tensión de la cuerda en todo 
7¡7ento apunta hacia al centro de rotación les una fuerza 
central), su brazo de palanca es cero y no produce torque. 
; « ? x F 51 0 ■ Por lo tanto la cantidad de movimiento 

angular del disco se conserva: 


Ujcópurs 


nriies 


mvr » niv 0 r 0 


La nueva velocidad del disco será: 

v = v 0 f r 0 Ir) 

b) La tensión de la cuerda proporciona al disco la 
aceleración centrípeta del movimiento circular: 


y y 


v* m tí) .2 
nt — = — f—v 0 ) 

r r r 


mr.;v 0 


c) Los vectores tensión T y desplazamiento (ir son anti 
paralelos, por lo tanto, el trabajo realizado por la tensión 
P‘ lra loriar la cuerda es: 


IV 


■P-n-h-í^ 
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*J ^ / 

\V -/nrjv^r7 
2r 


r ,.,-V / / , , r í) / l 

míi l fl / J_ _ —. =-(-T- '/ 

(i ■> ! "> r* 

2 r* <¡j ‘ r 


í) 


Por o tra parte, I a v art aci o n 
es: 

vflf» — mv “T" íV U 


Je energía cinética del hloqu 


o 


/ i I 2 } w i!lL Vfí r-- 

mv - -mí ^ i 

9 2 2 r 




a) l = — v 


b) T(r) = 


o 


/w 


/ 2 , r Ú 1 1 _ ir 

AA' =-mi’ (> í-r- ' J- u 
2 r 


c) W -Atf- 


PR-4.20 . lanzando plastilina para cerrar una puerta 

Sea una puerta sólida uniforme con masa M = 15 kg y 
ancho d = 1 m que puede girar alrededor de bisagras sin 
fricción. La puerta es golpeada a un ángulo recto en una 
de sus orillas por una pelota de plastilina de masa m = 0.5 
kc con una velocidad v () = 11 m/s. La pelota de plastilina 

se queda adherida a la puerta. 

a) ¿Cuál será la velocidad angular de la puerta 
inmediatamente después de ser golpeada? 

b) ¿Qué fracción de la energía inicial se conserva? 



$OfUC]Ón: a) La puerta rectangular se puede considerar 
como una serie de barras horizontales de longitud d „ que 
giran alrededor de un extremo. De modo que el momento 
de inercia de la puerta es igual a la suma de los momentos 
de inercia de todas las barras: 




Durante la colisión inelástica no hay torques externos 

respecto al eje de giro y el sistema puerta-plastilina 
conserva su momento angular, Lq « Lr. 

mv o d " (io + ™d‘ h> = (¿Md 2 + md 2 )(ú 

mur 

Despejando la velocidad anaular: 

4_r- 

mvfvd ,, 

w - -- U - Vp 

- Md 2 + md 2 (i 3m + l )d 
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r- 




ins valores numéricos, se obtiene: 
rudo i 1 


11 m/s 


í0 " (I5kg/3x0.5kg + 1 )lm 


(?) 




c ión de la energía inicial que se conserva es: 


Respuesta 


r 


1 (¿Md 2 + rnd 2 )nr 

K f Jj —-- 

' ** i 2 

Ko 


! 


r v ° 


M_ 

3m 


+ / 


II 


a) a) 


n 


b) 


A' 


(M / 3m + i ¡d 


- = I rad/s 


f 


i 


i 


o 


m_ 

Jrn 


+ / 


¿ 

U 


4,21 . Corre para elevarse hasta lo alto de la rueda 

• (j e masa m = 75 kg va corriendo con una 
.f a ít v brinca sobre la parte inferior de una rueda 

velocidad ) u “ r 

i/ = 100 kg y radio R - 2 m. Como se sugiere en 

¿¿masa ser Ja ve j oc ¡ri ac j mj 'nima del atleta 

[a figU™' u 

para que al eirar la rueda, el pueda llegar hasta la cima? 

Suponga que los rayos de la rueda son de masa despreciable y 
que no hay rozamiento en su eje. 




it ♦ i ’ 


II ■ m- 


f - J- -* 



Solución: Cuando el hombre salta y queda agarrado en 
el punto A ubicado debajo del eje de la rueda, no hay 
torques externos y se conserva el momento angular del 
sistema: 

L¡( hombre) = Lt (hombre + rueda) 

mv (} R - (¡q + mR* }o) 0 « (MR‘ + mR~ Xüq 

Luego, la velocidad angular de la rueda justo después del 
salto es: 


r*' j 


( 0 0 


m 


Vi 


M + m R 


na que la rueda empieza a girar, el momento 
^guiar i¡ e sistema hombre + rueda no se conseno , 
j^que la fuerza de gravedad sobre el hombre se sale de la 
d e C ? ! enical inicial y ej. cree un torque con respecto al eje 
Co ro,ac ’^ n - Sin embargo, la energía mecánica sí se 

^ uc rL,et * a P ue£ la girar 180 ° y así el 
se rÜ/ e ^ ras ^ ai l c del punto inferior A al punto superior 



rcquicre que: K a +f/, + A' 


B 


Después del choque, el momento 
angular de sistema no se conserva 


Gtp.4; 1 m ~ " ---- 
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l(\1R 2 + mR : M) +0-0* 2RI 

2 

-rfAÍ + mlí-r—:T' * 

9 A; + m a 


Despejando v 0 : 


i-rr i m luuKg ,,,ni 

v„ - Jw*-) - J4i9,8-j)(2m>0> ■ l3 ' 5 s 

¡Observe que este valor excede el record mundial actual 
de velocidad en los 100 metros planos. 





PR4 .22, ¿ Hasta donde se elevará la barra ? 

Un pequeño bloque de masa tn se desliza por 
pendiente sin fricción desde una altura h. 

T R\0 



i 




i 


* * 

V I 

« > 


I>.\ M 

k • 


1 Ih 

% t 


A/ 




Solución: La velocidad del bloque justo antes del 
choque se obtiene aplicando la conservación de la 
energía: 

ntgh - -i mv 2 => v * JIgh 

Cuando el sistema barra-bloque está en la posición inicial 
vertical, el torque neto extemo es cero, por lo tanto 
durante el choque se conserva el momento angular: 


L¡-L 


i 


y 1 -> 

mv/- Iw-(nü‘ + — Mr )w 


ü) 


mvl 


JTgh 


mi 2 + L mi 2 m ¡2 + ¿ 

Después que ocurre el choque, la energía cinética de 
rotación en la posición vertical queda transformada en 

fZT?, POtenC ’ a ' Sravitacional en la posición angular 
lins.] del sislcmn bHrrs^bloque' 
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«na El bloque choca con una bar 
uniforme de masa M y | on¡ , ilud 

que se encuentra suspendí 
vertical mente por un entre* 
Después del choque, el hloqi 
queda adherido al extremo inferii 
.. .. de la barra y esta gira en i 

/y & antes de deteners 

-' m Determine el ángulo 6, 
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I 


Iho 2 - A 1ft~(l-<'™t)) + mí’I( l -cosO) 
2 


7 

di. 




titny 


,jn los valores .le / y de (¡x. 


pfSp^J 

tjart 3 ’ 


2¡21 <¿h . M 

* * — - lg (“ + m)( ¡ - ro\0 j 

2 

3 


ando, encontramos el ángulo de elevación de la 



Respuesta: 


cosB m 


6 m * h 


}(2m + M)(3 m + M) 


\ COSÍ) - I- 


(tnrh 


jm + M)(3 m + A/) 


pp.4.23. DoS dlscos que chocan y Quedan unidos 

|i n disco de masa m y radio R se mueve con una La distancia inicial entre las líneas 
velocidad v c y choca con otro disco idéntico que está paralelas que pasan por los centros 
inicialmcnte en reposo sobre una superficie horizontal de los discos es R, y, después del 
üjj choque los discos quedan unidos 

mov ¡endose juntos. Determine: 

, a} La velocidad de traslación final 
de los discos. 

b} La velocidad angular de los 




c) La energía cinética que se 
pierde en el choque. 


Solució n: a) Sobre el sistema no actúan fuerzas externas ¡ 
y por lo tanto se conserva la cantidad de movimiento 
lineal. La velocidad del centro de masa no varía: 


mji’flX = (tn¡ + m 2 )v 


cm 


■ (Vil 


m f v 0 


m 


, i . 

—- X V ( J.T 

l + m 2 2 


!>) El momento angular en torno al centro de masa se 

conserva, - Zy; 

mv 0 (R i 2) - l cm o> 

um huyendo el momento de inercia de los discos unidos: 


/ . - 


i 


cm 


2(— rtiR* + rtiR ")- 3mR 

7 


ÍIJ 


tnv 0 (R/2 I v 0 



3mR 


6 R 
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c) La energía cinética que 


se pierde en la colisión es: 


I 2 +~lrm<° 2 1 


Kg 


s Pu 


e Sí 


a- 


2 ¿ 




ak 


/ 


o 


7 2 

1 


AK - - mv 2 0 -1 ~ 4 mr o + Jj ml '“ 1 " 24 "" 0 


a) r ' . 

™i T V„ V 


2 ot 


b) ío., 


6 /? 




C) A A- - ¿ 2 

24 0 



PR-4.24. Patinando en «nes recto y luego en círculos 


En una pista de hielo, dos patinadoras de igual masan; 
50 kg se aproximan con velocidades opuestas y e 
módulo v„= 1.5 m/s. a lo largo de trayectorias paralela 

separadas por una distancia d = 3 m. 


as 


m 


t 




1 % -w- * J 


Solución: a) Durante el acoplamiento no hay torques 
extemos que modifiquen el momento angular total de las 
patinadoras respecto al punto medio entre ellas, y por lo 


tanto, este se conserva: L 


'antes m ^Jespues * 


2f mv 0 í )- I^o - 2[rtA 2 ]üi 0 
¿ 2 


La velocidad angular de rotación es: 


2(1 ¿m/s) 

" ~7 ~ m —~-= 1 rad/s 

« 3m 


b) Las fuerzas que ejercen la patinadoras sobre la barra 

sktemaT dlSt “ CÍa - haSta dl2 ' so " berzas internas del 
S.stema y por lo tanto. L sigue conservándose (¿.¿y 
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Una patinadora lleva Una b- 
ligera de longitud d y, e ' 
instante en que se cruzan J a oi 
patinadora toma la barra* po r 
otro extremo, 

a) ¿Cuál será la velocidad angu! 
común de rotación? 

b) Mientras giran, ellas empiez: 
a acercarse hasta reducir . 
separación hasta la mitad ¿cu 
será la nueva velocidad angular? 

c) ¿Cuál es el cambio en 
energía cinética al acortar 
distancia?. ¿De dónde proviene 
cambio de energía? 
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Respuesta 


<l 2 

— 2f w(~~) }v>f 


m gldl - K 

tü f <1 


1,5 m/s 


3m 


= 4 rad/s 


j v 


. CI1 ja energía cinética al reducir a la mitad la 
•’ ,;l C “"qué separa las patinadoras es: 


a ) (tfy m „ | rJl j /s 
d 


c) 


h) (o, . 

,/ 


4 rad/s 


A A' *“ ~ ^ 


o 


I 7 / 

y¡ (ú ¡ 


£/{ = Jtm’o - 3(50kg)(l f 5m/s) 2 - 337.5.1 


c) AA' =< Jmv„ - 337,5 J 
id cambio proviene del trabajo 
realizado por las patinadoras 
para acortarla distancia. 


-J 


. rtg £ n esta colisión elástica, todo se conserva 

barra ligera de longitud L tiene en sus extremos fijas Otra esferita de masa M = 2m y 

. A a moco m .T .. /! i. 


U ^sferUajT iguales de masa m, y está sobre una mesa velocidad v 0 - v 0 x incide en 


dos 


horizontal sin rozamiento. 

ANTES 


V« 


DESPUÉS 

Vi 


O—p ® 

Sí 


o 


m 



dirección perpendicular a la barra 
y choca elásticamente con una de 
las esferitas. Determine: 

a) La velocidad final de la esferita 
incidente. 

b) La velocidad del centro de 
masa de la barra. 

c) La velocidad angular de la 
barra. 


Solu ción: En esta colisión se consonan tanto la 

cantidad de movimiento lineal, como el momento angular 

> la energía cinética. Aplicando la conservación del 
niumrnto lineal ( p ¿ - p,)\ 


2mv 0 « 2mv¡ + 2m\\. 
v o - *'/ + v 


m 


cm 


(i) 


La 


conservación del momento angular ( L¡ =» L ¡): 


/ 


¿mv,, — M 7 


i 


l 


o 


_ mv¡ - + 2m(~)*cu 
¿ 2 2 


v o - V; +V)~ 


( 2 ) 
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.. árn tecnereíacinética{A' t - K fi¬ 
la consen ación de lacnut 

1 -• / - 2 1 ?mv 2 +—2m('"r^ (tí 

- 2 mv¿-- 2 mv,+--«'r« 2 2 

2 




T 

£0* / 


«’o = '■/ + v ñ» + 4 


(3) 


Tm-mos tres ecuaciones con tres moócnitns, 

SíanJo <11,8) * ** 

, An „i medrado la ecuación [¿) > 

Asimismo, c evan obtiene- r» - orf/4 Usando 

comparando con la (3) se obtiene. >/ 

estas expresiones se obtienen respectivamente: 


4\ 0 

M “ i / 


y 


^ rm j ^ 0 




«Pee 


s/a 


’ ü) V V » A- f 

J 1 ®** 



PR-4.26. f/ disco choca con la barra y queda en reposo 

Una barra de longitud / y masa M está en reposo sobre 
una mesa horizontal sin rozamiento. 


ANTES DESPUÉS 



Un disco de masa m que se mueve 
con velocidad v 0 perpendicular ¡ 
la barra, choca con ésta a ün 
distancia d de su centro, La 
colisión es perfectamente elástica. 
¿Cuál debe ser la masa del disco a 
fin de que éste permanezca en 
reposo inmediatamente después de 
la colisión? 


Solución: Como no hay fuerzas externas, durante el 
choque se conserva el momento lineal: 


mv o mMv m (1) 

Siendo la velocidad del centro de masa de la barra 
después del choque, quedando el disco en reposo. No hay 
torques externos respecto a! eje vertical de rotación y 
durante el choque se conserva el momento angular: 


mv 0 d = / an üj 


Como la colisión es perfectamente elástica, la 
cinema queda igual después del choque: 



( 2 ) 

energía 

© D. Figueroa * Cap.4: Momento 


1 2^2 
i i f i * . t 

= 2 ,m ' 

2 


O 


(3) 


.elin ,in 


aiw* Vt m 


después de sustituir la ecuación (1) en 


SC *- 


a (3) < l l,c 


Ja: 


7 ni , , 2 


, esta expresión con la (2) para eliminar cu y 
COl,,t ’" W l cU cnta que - MI 2 / 12 . tenemos: 


lorn 3 


n do 


m . m d 

(, ~M ~ I 


rm 


md~ d 2 m 

-^ = Í2( ) -— 

Mi 2 i 12 l M 


por 


tanto, el valor buscado de m es: 

M 

m = - ~r~ 

[í + 12(-~) 2 J 


pR-4.27. Lanzamiento de una partícula en un tazón ¡ 

Una partícula de masa m es lanzada horizontal mente 1 
desde la posición angular Q en el interior de un recipiente 

de radio R que está en reposo. Se desea determinar la 
velocidad inicial r 0 necesaria para que la partícula llegue j 

justo a la parte superior del recipiente. 


Sol ución: Las fuerzas que actúan sobre la partícula son: 
el peso y la fuerza normal ejercida por la superficie. El 
peso /ni» no ejerce torque sobre la partícula en tomo al eje 

:y la normal iV apunta hacia el eje y no tiene brazo, por 
lo tanto el momento angular según el eje z se conserva: 


‘A 


tí 


niv Q (RsenO) - mvR 


v - Vfl sen 6 


Por la 


conservación de la energía: 

k a +u a -k b +u 


tí 


1 2 1 i 

~ntv[f + ()- —/7ii»* + mgRcosQ 

2 2 


usiituycndo V de la ecuación (I) en la ecuación (2): 
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Respuesta: 




L=*rxp 
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v 0 


{Ygscnof + 2 S Rcos0 


v * ( l-sen 2 0)-2S Rcose 
La velocidad inicial de lanzamiento requerida es: 


Vo 



PR-4.28 , El cubo de hielo tropieza y vuelca 

Un cubo de hielo de lados ay masa A/ se desliza con 
velocidad v„,por una mesa horizontal lisa. 



- . . _ *•. * r - b ■» 

Ü — 

a /~' / 

ni s* ^ 

( A 

, 

/7 

í V 1 

-■ 

_ 

/ 


% _ 

: ---— 


Al final de la mesa 

tropieza con un obstáculo ^ 
ocasiona que se volt ce ’ qU£ 

el valor mínimo de v 

, , , . , ° P tlra que e! 

cubo de hielo se caiga de | a mcsa 


Solución: Primero calcularemos el momento de inercia 
del cubo respecto al eje de simetría que pasa por su centro 
de masa. Dividimos el cubo en barras de largo a paralelas 
al eje con área transversal dxdy y masa elemental: 

dm « padxdy , siendo p = M ia , la densidad de masa . 


*cm 


Jr“dm ° f(.r“ + y “j padxdy 


I * 

*cm 


/ +a!2 p 

fkidx I 

-ai 2 J - 


+a/ 2 


-a i 2 


(x‘ +■ y )dy 


I 


cm 


f*+ü'2 a 3 1 i 

9 a 1 +—)dx--pa 5 =~Ma 2 

d -a/2 12 6 r rí 



ci/2 

y 



- ■* * * * ** * | 

V -’JC r r-, 

* ¥ 

* ' * 

dxdy 

x 


cm' 


a/2 

•o/2 

Cubo dividido en 

Y 

barras de longitud 


a v sección transversal dxdy 


Ahora calculamos el momento de inercia respecto al eje 

de rotación que pasa por una arista en P, Aplicando el 
teorema de los ejes paralelos: 

’ r ' >cm + M( ^y> 2 - ~Ma 2 + -Ma 2 J-Ma 2 
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-olisió", la {nem dcl obs,ácu, ° en el punto p 
¡,otc 1:1 *" .-/unción en torno n un eje qnc pasa por esc 


a "S ular “ conscrva ' W - 4 


''pites ■ 


p 


Mvq “ *■ b U} 

¿ 


puf 


lo l ant0 


1 


;i velocidad angular inicial de rotación es: 


Mv 0 a/2 _ Mvf,tí / 2 
lt)s * l P m 2Ma 2 !3~ 4 a 


U 


Hicíón p ara c l uc cu ^° se vo ^ tec es que su centro 
° n se eleve desde ct¡2 hasta x/5a/ 2. Aplicando la 


te dación de la energía, K¡ + U¡ = Kj + U f , se tiene: 


conse fV 


j -> a v 2a 

-IpM 2 + Mg— = 0+ Mg —— 
2 d ¿ 


2 3 da 2 


La velocidad inicial mínima para que el cubo vuelque es: 


v o 




i)ag 



Respuesta; 


v 


o 




¡)<lg 


PR‘4.29. Bala disparada contra un cubo para volcarlo 

Un cubo de madera de lado a y masa M descansa sobre 
una superficie horizontal y está restringido a girar en tomo 
a un eje a lo largo de una arista. 



Una bala de masa m « M t se 
dispara horizontal mente contra la 
cara izquierda, a una altura h = 
2a/3. La bala queda incrustada en 
el cubo. Determine el valor 
mínimo necesario de la velocidad 
de la bala, v 0 , para que el cubo al 

girar sobre el eje caiga sobre su 
cara opuesta. 


brev^^ ^ licnapo de impacto Af de la bala es muy 
c onta* UC ^° ^ OS ’ m P u lsos de las fuerzas externas (pesos y 
CslQ Con wesa) son esencialmente nulos, y debido a 
torno a) ? l0rncn *° angular del sistema bala-bloque en 


e Jc se conserva L = / 

a > hintes 4 



después 


: Wom 
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mvflh “ ¡r v) 

, ■ u mnci íí£* la bala frente a la 

Como podemos despreciar la masad 

del bloque, el momento de inercia respes 
rotación que pasa por una arista en P es l P - ■ o 
La velocidad angular inicial de rotación es: 


(tí 


mv 0 h 3f ^ wp_ 

~17 m 2 Ma 2 i 3 Ma 


La condición para que el cubo se voltee es que su centro 
de masa se eleve desde a! 2 hasta Jla!2 . Una v ez que 
comienza la rotación podemos aplicar la conserv ación de 
la energía entre estos dos estados, A, + U¡ ■ + Uj. 


/ -i a >Í2a 

-l,u +!Ug--o+ Mg— 

¿ ¿ £ 


2 3 Ma 2 

La velocidad inicial mínima para que el cubo vuelque es: 


v 0 

m f 2 


PR-4.30. ¿Dónde chocarán las dos esfentas? 

Ln una pista circular horizontal sin rozamiento, de radio R 
se encuentran dos bolitas de masas m¡ y m-, >m f que 

están atadas por un hilo, comprimiendo un resorte de 
masa y longitud despreciables. La energía inicial 
almacenada en el resorte es U„. Al cortar el hilo, las 

bolitas salen en direcciones opuestas y luego chocan. 

a) ¿En dónde tendrá lugar la colisión? 

b) ¿Al cabo de cuanto tiempo ocurre la colisión? 


BolUQlón: a) Inicia]mente el momento angular es cero y 
este valor se conserva en el transcurso del tiempo: 

0 «= m2V 2 R~m¡v l R 


nt]\¡ = ;n,Vi 


m i Rto¡ ~m 2 R(»2 


Tomando en cuenta que: w } * A 6, (Ai 
hallamos: 



y cu¿=A0 2 /Ar, 


''o -f 


M 


m 
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t 

1 


t!t¡ 


A 0, A0» 2n~\8. 

-/íír--/w-,*- L 


A t 


Ai 


A t 


A(>¡ - ( 


m 


ni i + m 2 


)2jt 


b) 


|¡can do la conservación de la energía, escribimos: 

j 2 I 7 

-m,vi + -m,v¡ - U 0 
2 ¿ 

1 > . m f 

—/«ivj (/+ —-) - U 0 

2 1 m 2 

^emplazamos la velocidad: v, = Rü) } * flfAfl,/ A/J. 

encontramos. 



fn ¡ nu v j 


} A 0, i , m¡ 

—mAR — -¡ (l + — L )= U 0 
2 A t m 2 

Sustituyendo el valor del ángulo A0 /t hallado en la parte 
ía) obtenemos el tiempo en que ocurre la colisión: 


Respuesta : 


a) Para la bolita m¡: 

A 0¡ - f- *—) 2x 

m / + »!■> 


y __ i 


2jt 2 R 2 m f m 2 
(m { + m 2 )U 0 


A l 


,, . . 2,t* 

b) A/» 

(nt¡ + m 2 )U 0 


PR-4.31. ¿Por qué un trompo no se cae mientras gira? 

Al jugar con un trompo, notamos que además de girar V\ 
alrededor de su eje, su eje de rotación tiende a dar vueltas 
alrededor de la vertical. Este movimiento se denomina 
precesión. 

a) Explique por qué un trompo precesa. 

b) Halle la velocidad angular de precesión, ru/>, y muestre 

que esta no depende del ángulo de inclinación del eje. 


"N 

/ 



Precesión de un trompo 


de 

del 


^QÍÜClÓru a) Cuando un trompo desprovisto de giro, se | 
^ e J a en libertad en el piso, cae de inmediato debido al 
•°rque que ejerce la fuerza de gravedad respecto al punto 
dt * apoyo. Pero si el trompo estuviese girando, el electo 
lorque de la fuerza de gravedad, sería producir un 
cambio en la dirección de su momento angular, L. Si 
,n ¡cialmemc el trompo está girando y se coloca en 
Posición vertical, la fuerza de gravedad no ejerce torque y 
2 t ausc ncia de roce el trompo permanecería vertical, 
C,mos entonces t|ue el trompo se queda dormido. 



Momento anaular - © D. Fioueroa 


195 




































































































i immno está girando con su eje 
Supongamos ahora que P g u fuerza norma! del 

a un cieno ángulo de me ■ pun i 0 , mientras 

apoyo no produce .urque en J. _ - „ m . La 

que el torque de tanl0 a f como a A fg y 

dirección de r , cs ^" Acular ¿ c jc de rotación y 

S. perpendicular al momento angu - 

carta intervalo de tiempo A/, el cambio 

angular AL-íAr, resulta perpendicular a ’ 

indica en la figura. Como la acción del torque sobre 
menea en id nt ¡r un movimiento de 

continua, esto se mamfiu ¡ , 

precesión del eje del trompo con respecto a 'crt . 

b) Para calcular la velocidad angular de precesión. u¡ P . 
vamos a suponer que la velocidad angular de rotación de 
trompo, ru, es suficientemente grande como para ignorar 
la contribución al momento angular total de la precesión. 
El torque de la fuer/a de gravedad es. 

t - rMgsenG 

En un tiempo A/ el cambio en el momento angular es: 

AL - tA/ - f rMgsenG) At 

Según el diagrama adjunto vemos que si el ángulo A <¡>está 
en radianes, entonces: 

AL "(Lsend)Atp 

A^rMgrenfl^rA^ 

LsenG LsenG L 

Obtenemos así la frecuencia angular de precesión: 

A<p rMg rMg 


(Op ■ 


A; 


¡OJ 


Vemos que la velocidad angular de precesión resulta 
inversamente proporcional a la velocidad angular de giro 
en torno al eje del trompo. 

Es importante señalar que este resultado es válido siempre 
que se cumpla la condición: oj p « ai, es decir, cuando lio 
sea grande en comparación con rMg. En caso contrario, se 
presenta un movimiento mucho mas complicado. ’ A 
medida que L disminuye como resultado de torques por 
“1° ’ h velocidad angula: de procesión agenta 
mo sabe P° r experiencia que la velocidad an¡rular 
es grande 11 ™ * Periodo de giro del nompo ^ 



Beseueífo 


Frecuencia angular de precesión. 


rMg 


No depende del ángtd^. 
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yo a 1 


gg Una rueda girando en una silla giratoria 
Jase do demostraciones de física, una estudiante 


En " l,M / sohrc un taburete que puede girar, sosteniendo 
i* 51 , * i- bicicleta con su cjc en posición vertical, 

arta ° 

f\ ** í 1 


Al principio, se le entrega la rueda 
girando en un plano horizontal 
con velocidad angular ti^z, 
mientras ella y el taburete están en 
reposo. Luego se le pide que 
cambie la dirección del eje de la 
rueda en un ángulo th 

y 

a) ( ( uál será E.i velocidad angular 
que adquiere la estudiante? 

b) Describa la situación cuando la 
rueda se invierte en 180°. 

! f = Momento tic inercia de la rueda 
ctm relación a su eje. 

I f - Momento de inercia de ella mas 
el taburete respecto al eje ; vertical. 


Solución : a) El sistema está constituido por la estudiante 
(j^eLtaburete) y la rueda. Al inicio el momento angular 

del sistema es Lq = f r w 0 z, es decir, el de la rueda. Cuando 
se inclina la rueda en un ángulo 0 . la estudiante suministra 
un torque que, por ser interno al sistema, no modifica la 
componente vertical del momento angular total. Como la 
componente c del momento angular de la rueda ha 
disminuido, el estudiante con el taburete deben girar para 
suministrar el momento angular fallante y así, garantizar 
la conservación del momento angular del sistema: 

L = constante => = l r io r + í e tú é 



En esta nueva situación la velocidad angular de la rueda. 
w r , será la resultante de su velocidad angular respecto a 
la estudiante, u) (f cosQ , mas la que tiene la estudiante, m ( . 

/ r íty ; “ í r { <t> () eos6 + íd, ) + I e io e 

(i » —-—(I - eos 

l r + l. 


A 



^ ^ Ua ndo la rueda se invierte en 180 a , cos() = -I< y la 
Judiante adquiere la máxima velocidad aneular: 


tnjmox) - 2 


¡r 


l r + I e 


U\¡ 


situación, la rueda gira con su momento angular 
•o Apuntando hacia abajo) v el momento angular de la 

tlKfi-7 


IintíV / 


_ * * 


InicUd 


Rnal 

é* t8tr 


Respuesta 


/, 


¡i} .- (I-eos0)cuo 

\ ‘ lr + h 


o ijnuix )» 2 


¡r 




h + U _J 
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Solución: En el punto P de contacto con el escalón, se 

aplico sobre la rueda una fuerza impulsiva F. El tiempo 
de impacto es tan breve que el impulso provocado por el j 

peso es despreciable. La fuerza F tiene dirección j 
desconocida pero no ejerce torque por no tener brazo, y 
por lo tanto, el momento angular se conserva, L¡ = L : : 

i 

\1v, (R-l¡) + l cm w¡ » Mv 2 R + i cm ío 2 


Como no ocurre deslizamiento, (o¡ = v¡ / R y to 2 = vs / R ■ 11 4 * t l r _ _ 


PR-4.33. Una rueda que remonta un escalón 

Una rueda de masa M = '5 rad " fi = °' 4 m >' 

. • t - i kcm". rueda en una 

momento de inercia l ím — ~ 

superficie horizontal y se dirige hacia un escalón de altura 
h ~ 0.06 m. Determine la velocidad mínima de su centro 

de masa para remontar el escalón. 

Suponga que no ocurre deslizamiento ni rebote. 


Mv¡(R-h)+ l cm — = Mv 2 R+ 1 


v 


R 


Ctft 


R 


V’/ -Vy( 


I + I vm / MR 


‘ l-h/R+ í crn / MR 2 


T) 


O) 


A fin de que el centro de masa de la rueda apenas se eleve 
hasta Ja altura h del escalón, es decir, llegue allí con 
velocidad i’j nula, su energía cinética inicial debe ser 
igual al cambio en energía potencial, K 2 = U 3 - U 2 : 


~ +~I C m lü 2 m Mgh 


2 

v-> i 



L\k¿ +Li cm( ±Ly m Mgh 



, m / MR 


Reemplazando este expresión en la ecuación (1) se 
obtiene: 


'fixhO + !, 


m 


¡MR*) 


! ~ }l/R +h m / MR 2 


2(9,8-y)(0,03m)( 1 + J^Kg.nr 

05kg )(Q t 4 m y 2 

0.06m 1 2$kI ‘ =0,975 — 


m 


l-=!, 125Ke.m 2 
0 ’ 4m Ü5kgX0.4m? 
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est* 


0.975 
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| 

¡trqiic de recreación hay un pequeño tiovivo que ! F1 f ■ 

W un P ..„ ..[Ui plataforma circular giratoria de radio R - IÜMV ° pucde girnr sin fricción 
, total A/ - 170 kg. I n 10r i no a su vertical y tiene 

Un rfiilirrv .i., 


1(; iste de unL , 

^ m y masa total M = 170 kg, 

li* 1 ’ 



p nlución: El momento angular inicial del sistema 
respecto al eje del tiovivo es el que tiene el muchacho 
cuando está corriendo: 

U = mvR = (45kg)(3m/s)( 1,20m) = I62kg.rrr/s 


11,1 radio d e giro r = 0,94 m Un 
muchacho de masa m = 45 ^ 

corre a una velocidad v = vo m/ s 

| tangente al borde del tiovivo 

■ cuando está en reposo y luego 

; salla sobr e él. Halle la velocidad 
angular que adquiere el tiovivo 
: con el muchacho. 


El radio de giro de un objeto, k ~ v/7a7 , es por 
definición, el radio del anillo equivalente en el que 
pudiera estar concentrada la masa del cuerpo para que 
tenga la misma inercia de rotación. El momento de inercia 
del tiovivo solamente es: 

/« Mk~ - (17Qkg)(0.94m)~ = 150kg.ni 2 
El momento de inercia del muchacho en el tiovivo es: 

im - mR 1 - (45kg)(U0m ) 2 - 64,$kg.m : 

El momento de inercia total (tiovivo + muchacho) es: 

A •“ / + /„, »150kg.m 2 + 64.8kg.rrr ® 214,8kg.nr 
El momento angular final del sistema es: 

Lf - Ifto 

obti * Cari ^ 0 conservación del momento angular se 
ICne * a velocidad angular del tiovivo: 


i 


/ * L¡ 


_ 162kg.m ls_ ^ q 754rad/s 


Ca 


P ‘ 4: fomento 


íif —~ — —- 

i, 214,8kg.nr 
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Respuesta 


w = 0,754rad/s 









































































































, . rty/ , del borde del disco 

PR-4.35^ Se desprende un tro * 

. f , »f v n djo R está girando en 
Un disco uniforme de m • ' >u L . cn i r o con una 

lomo a un eje horizontal q»JL p • P* 

velocidad angular, (m « n puhr? 

v .fiiíl re tn enereía cinética y su _ « 

tsu* « ** «^vsr n£ 

masa m, en un insume * M 

vertir límente sobre el punto en que se rompió. 

bH A 5 altura * eleva el .roto ames de que comience a 

c)"cuil es la velocidad angular final del discorolo? 
¿Cuáles son el momento angular y la energía finales. 



Solución: a) Inicialmentc la energía cinética del disco 
en rotación es: 


'y 


1 j 

y su momento angular: i,- - /ci»o *-Ma‘wo 

h) La velocidad inicial del tro/o que se desprende del 
disco es igual a la de rotación del borde del disco, 
i’o - un)R y al alcanzar la aliura h se detiene: 


vj - vg - 2gh 


ü -w^/? 2 ~2f>h 


Lu altura que se eleva el trozo antes de que comience a 
caer es: 


h - 


0)¡R 2 

2 g 


c) Aplicando la conservación de la energía, escribimos: 

h¡ • k/ + Uj 

Donde la energía potencial del fragmento a la altura h es: 


I! i ( % R ~ 

Uj - mgh - mg -~— 

2 .? 


rnw^R 2 


El momento de inercia final del disco es igual al inicial 
menos el que corresponde al pequeño fragmento que se 

« tam °’ 13 CTCrSÍa dnéüca de del 


K f '{lito) 


/ 



O D. Figueroa 


fies puesta 


' J„ K¡. K¡ y <’ / “ ,icnc ‘ios- la velocidad 

5 *" es igual n la inicial: 
cuiar no - 11 i 

V- n)f - (t)Q 

angular y lu energía finales del disci 


0 


iiH 


*> i 


i * 1 i „ 

A'/ - -f/ w ü “ 312 A/ ” /,J JA * í " l) 


A/ 


L/ = //W/ 



pg^ 36 . Precesión de un giroscopio de juguete 

giroscopio consiste de un disco que se monta en 
.. ^ tes s j n fricción de tal manera que el eje de rotación 
L ° J vfle libre para seguir cualquier dirección. Considere el 
miorde un giroscopio de juguete que tiene una masa m - 
n 15 kg y un niomento de inercia en torno a su eje 

, I ^rlO^kg.rrr . Mediante un hilo enrollado se pone a 
girar el rotor en un marco metálico de masa M - 0,03 kg. 


/ 


/ 




\ 





Cuando se coloca el giroscopio 
apoyado sobre un pivote con su 
centro de masa a una distancia J = 
4 crn del pivote, adquiere un 
movimiento de precesión dando 
una revolución cada 2„5 s. en un 
plam) horizontal 

a) Calcule la fuerza hacia arriba 
ejercida por el pivote. 

b) Calcule la velocidad angular 
con que el rotor gira sobre su eje. 

c) Represente con vectores el 
momento angular del rotor y el 
torque que actúa sobre él. 


- t 


Solución ; a) Las únicas fuerzas externas sobre el 
giroscopio son: la fuerza normal N que actúa en el pivote, 
libre de fricción y el poso del rotor con su marco M‘g 
=iM+m)s> t que actúa en su centro de masa a distancia d 

.1 1 i 


tiene: 


2 


i\ - N - (Af + m )g ■ 0 


N " {Kt + m)g - (0,15kg + 0,03kg)(9,8m/s*) - l ,76N 

í ^ P ar de fuerzas constituido por el peso y la normal 
un torque, f « d x Af g, sobre el volante. 

* P 4: Mom ento angular - © D. Figueroa 
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" t(Slracn la ngura. el vector torquc.f. tiene 

Como se muestra m m . j c rotJ cioii y, 

dirección horizontal,y perpen - , Como | aA«5,. 

por tanto, ni vector momento ^ angllI¡1 r. i 11 

resultado del turquí.. • , j tiempo Af. es 

Af.fi/. durante un corto intervalo de tic b 

. 1 f v por tanto, resulta perpendicular L. 

paralelo trt .pt manifiesta en la precesión 

cambio en la d,r ^' *- c \enical. La razón a la cual se 
2T-“"SÍr- la velocidad angular de 

precesión: 


S(p 1A i 11 


T (A/’flW (Af+ wW 

-— t= — 

/ la) 


(0.15ke+n (Bkel(9.8m.'s ; )(0,Mm) _, g7iad/s 


ti»;, * 


(l^.díH kg.nr )(2nrad/2,5s) 
rad 


flJn e (187 


c 1 rev rev 

L)(_—) = 1790— 
2.T rad mm 


min 


^Puesta 

(üp = 187rad/s = 1796rev7rníi 


PR-4.37, ¿Por qué no se cae la bicicleta en marcha? 



El momento de inercia de la rueda delantera de una 
bicicleta alrededor de su eje es / - 0,085kgjrr, su radio 
cs tf - o,33 m y la rapidez hacia delante es 5 m/s. 
Suponca que el ciclista de masa A/ = 60 kg esta situado 
una distancia d = 0,040 m horizontalmente a un lado de la 
línea de contacto de las ruedas y el suelo. 


¿Con qué velocidad angular debe 
girarse esa rueda alrededor de un 
eje vertical para contrarrestar el 
torque de volcadura debido al 
peso del ciclista? 


Solución; Cuando nos montamos en una bicicleta que 
está parada, resulta muy difícil mantenerse en equilibrio a 
menos que uno sea un acróbata. Pero una vez que la 
bicicleta está andando, podemos mantener el equilibrio 
con relativa facilidad y cuanto más rápido giran las 
ruedas, más estabilidad se tiene. 

Lo que permite mantener el equilibrio es la acción 
giroscópica sobre su momento angular. Supongamos que 
el ciclista inclina la bicicleta un poco hacia su izquierda. 
Entonces aparece un torque ItI*A/i»í/ producido por el 

peso sobre la rueda delantera, que haría que la bicicleta se 
caiga si estuviese parada. Sin embargo, cuando la 
bicicleta está avanzando, la rueda delantera tiene un 

momento angular, L = I(b, dirigido hacia la izquierda y el 
efecto del torque serí crear una variación del momento 
angular de la rueda, AL - fAr, dirigida hacia atrás. 
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nguli' 


l 


<1 uiíl T,¡urda, comí) si se hubiese girado el manubrio I 
¿d» * ."Lerda y Itt bicicleta en ve* de caer comienza a 

-I* la ■ i!.*,.cinn 


la j/qi ,,cri y 
littC» en esa dirección. 

v 0ltC° f 

opresión para la frecuencia angular de 

1}&* d ? An se obtiene: 

fit* 6 *' 

f60kg)(9,8m/s")f0j04m) 


frfíld A/i'w j n niivs jiumm) 

0} p * m i(vf R ) í0 .OS5 kg, m 2 )í5m/s/0,33m) 


l 0 p 


rad s 1 rev rev 

(18,3—)(60——)(--:) = 175 


s 


min 2,t rad 


min 


Sa 


0S por experiencia que sí queremos virar una 
en marcha hacia un lado, no es necesario girar el 


bicicleta- con que inclinemos la bicicleta un poco 

manubrio, y v 

cn esa dirección. 




Respuesta 


<Up - I8,3rad/s = 175rev/min | 


A4. Momento angular * ©D. Fiqueroa 
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VERIFICA TU COMp re^ 


pg^Ol. LO que siempre produce una tuerza es 


Un cuerpo rígido está moviéndose libremente en el 
espacio y luego, se le aplica una fuerza externa. De entre 
los efectos que se mencionan a continuación. ,.su.il es el 
único que se produce con toda seguridad? 

a) Provocarle rotación. 

Ii) Aumentar su momento angular, 
c) Aumentar su rapidez. 

J) Modificar su momento lineal. 
e ) Modificar la dirección de su velocidad. 


P E- 4 , 0 2 . ¿Cuál de estas afirmaciones es verdadera? 

I 

a) Si para un sistema de partículas L = 0, todas las 
partículas deben estar en reposo. 

b) Si para un sistema, p se conserva, entonces L también 
se conserva. 

c) Para una partícula que se mueva en línea recta, L es 
cero. 

d) Si para un sistema de panículas p = 0, entonces L = 0. 

e) Para un sistema de partículas que están cu movimiento, 

/, total puede ser nulo. 


PE-4.03. Momento angular total de dos partículas 


yN 


Dos partículas se están moviendo en el plano x-y como 
muestra la figura, til momento angular total (en kg.m 2 /s) 
con respecto al origen de coordenadas es: 

a) L = cero, 

b) Z = +8z, 

c) ¿~24.r-24v 

d) Z =+!6z, 





e ) L »24 Je+24v 

m- 
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P0- 04 ’ ‘ 

C r0 , además de su hélice principal (A), licnc 

Un"' 11 da hélice más pequeña montada en un eje 
g(1 d s f e u . n n |a parte de atrás (D). La función de esta 

*£> es. 

Hílice P>-4 

ricsccnticr* 

s)Píira marchar hacia atrás. 

b) para mer cencía en el caso que falle la hélice principal. 

c) para C ue cualquier cambio de la velocidad de la hélice 

d) para ? no produzca rotación opuesta del helicóptero. 

Jipara ventilación. 


hélice 

A 


p£ 4.05* ¿E p ! ,nea recta y con momen l° angular? 

nartícula de masa m se mueve en línea recta con 
Vjjocidaid v . Considerando un punto O a una distancia d 
de esta recta, el módulo del momento angular de la 
partícula respecto a ese punto es. 

a) cero, b) mvd, c) varía con el ángulo 6 


PE 4 M e Momento angular de sistema de partículas 

El momento angular de un sistema de partículas... 


a) Se conserva bajo cualquier circunstancia. 

,7 ' ' “ 

b) Cambia si actúa una fuerza neta sobre el sistema, ! 

c) Cambia si actúa un torque neto sobre el sistema. i 

d) Puede cambiar si actúa un torque neto externo sobre el 
sistema, dependiendo de la dirección de este torque. 


PE 4 , 07 . Golpe sobre pelota que da vueltas en círculo 

bna persona está girando una esferita atada a un hilo en 
un círculo horizontal, de manera que el eje de rotación es 
vertical. En el instante indicado, la pelota va en la 
Acción +y se le comunica un golpe en la dirección +z. 

cambio AZ de su momento angular en ese instante 
lueda en la dirección: 


b)-y, c) + ;, d)+x. e)-z 































































































P E‘4,0 8. Moviendo pesas 


En una demostración de física, un ah 
dando vueltas sobre una silla gr™' 0 " 
extendidos sosteniendo dos pesas. 


sobre un taburete giratorio 

I 

alumno está sentado I Cuando el alumno i, 

* ^ ^ Ui*n *tnt' lili t n i-i. „ ^ i \ ^ | 


IISica, mi . U1U|| H10 \\ cv 

silla giratoria. con sus brazos i hasla su pecho. emn nCl . 




al momento de inerci 


as 

«** MJ. 


PCi 




,a “am» 


b) velocidad an £ u| ar d¡ CnU - 

, , . m *nuy c 

O velocidad angular qutd| , 

d) encrgía cin,ÍIiC!l disminuí 
C) ener ® la cin «ica a UniCm ' 


P E-4 .09. ¿En cuál caso es mayor la velocidad del CM? 

Dos esferims idénticas están conectadas por una barra y se 

aplica una fucr/a F durante un intervalo de tiempo Al, 
primero en la situación (i) y luego en la situación (ii). ¿En 

cuál caso alcanzará mayor velocidad el centro de masa? 

* 

a) En el caso (i) 

b) En el caso (ii) 

c) Igual en ambos casos 


-C> 


m 


PE-4.10 . ¿En cuál caso tendrá mayor energía cinética ? 

Considere de nuevo ia situación anterior de las dos 
ostentas que están conectadas por una barra y se aplica 

una tuerza F durante un intervalo de tiempo Al, primero 
en la situación (i) y luego en la situación (ii). ¿En cuál 
caso, el sistema alcanzará mayor energía? 


m 


© 


F 


é 


m 


m 


(0 


é 


(ii) 


a) En el caso (i), 

b) En el caso (ii), 

c) Igual en los dos casos 


í 


P E-4.11. Disco rotando alrededor de un eje excéntrico 

Un disco de masa XI y radio R está girando con velocidad 
angular «alrededor de un eje perpendicular a su plano y a 
distancia R/2 de su centro. ¿Cuál es su momento angular? 


a) MR cu 

d) - Mfr 
4 


0) 


b) ^XIFTw 

y ■* ^ 

e) - A IRTo) 
4 


c) 
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[V 1 * 


1 2, AC°P l¡ > m,ent ° Cntr ° dlSCOS quc «Mn girando 

s c stán montados sobre un eje vertical común 
SL ‘,el misnm mentido sin tiicción. El disco superior 

^ . 1 I11( imciito de inercia !„ y una velocidad angular 

jefí un 0 j, v fcrior tiene un momento de inercia 2t„ y 
nw ^ ^idad angular 2m 0 . El disco superior cae 
Jllfl V Lente hasta que los dos discos quedan acoplados y 
una velocidad angular común, m. podemos 
a l¿ifi ? - ar h velocidad angular común será: 


a) ÍL, ii 


b) 3 (fJ o 


c ) ~(Dq 


. J 

d * “Wfl 


ei -w 


? 





pE-4.13* ¡m P oslble que ocurra esta colisión 

sistemas idénticos constituidos por dos bolitas de 
Cimasa, unidas por una barra ligera se aproximan con 
Lal velocidad, y en sentidos contrarios como se indica: 


mO 


-6- 



v 


o 


m 


ANTES 



m 


-o—o- 


11 


»<o 

DESPUÉS 


La colisión tal como se ilustra en 
j la figura sería imposible que 
ocurra porque violaría la 

conservación de. 

a) La energía 
t b) El momento lineal 

i 

c) El momento angular 
: d) Todas estas 
1 e) Ninguna de estas 


PE-4.14. Precesión de una rueda de bicicleta 


En una demostración de física el profesor pone a girar una 
rueda de bicicleta montada en el extremo de una barra 
ligera, de modo que inicialmente tiene un momento 
angular que apunta en dirección +v. 


Cuando el profesor suspende el 
otro extremo de la barra por un 
hilo, de acuerdo a la expresión 

f * di i di , en esc instante la 



barra de la rueda tiende a girar.... 

a) En la dirección +.i. 

b) En la dirección -z. 

c) En la dirección +;. 

d) En la dirección -x. 
c) En la dirección -z. 


^ a P- 4 : Momento 


angular - © D. Figueroa 





















































































































de hielo peltre* se derritiesen... 




13 . Oí iv* ""t - 

j t,:„u rn los polos terrestres 

Suponga que los casquetes ^ (a] mancr3 que el 

se llegasen a derretir < * , ’ ¿ an0S> De acuerdo al 

—o angular, el efecto 

sobre la rotación de la 1 ierra es que... 

a) Los días serían mas cortos, 
h) Los días serían mas largos, 
c) No h 3 bría ninguna variación. 


pE -4.16. Se necesita un voluntario para llevar la maleta 

Fn una demostración de física, dentro de una maleta, 
ponemos a girar una pesada rueda que está colocada con 
su eje fijo, v. rápidamente cerramos la maleta para que la 
audiencia no vea lo que hay adentro. Luego se le P .de a 
un voluntario que tome la maleta por el asa. camine en 
línea recta y luego trate de doblar en una esquina hacia su 
izquierda. Lo que sucede es que. sorpresivamente la 
maleta se rebela y no se deja llevar, girando bruscamente 
en otra dirección y exponiendo al alumno a una situación 
embarazosa y muy divertida ante sus compañeros. ¿En 
cuál de los siguientes sentidos tiende a girar la maleta? 


PE-4.17. At despegar, la avioneta se va hacia un lado 

En una avioneta, el giro de la hélice es en el sentido 
horario, según la mira el piloto. El piloto decide despegar la avioneta? 
desde la horizontal subiendo la nariz de la avioneta I a) Hacia la izquierda del piloto 
abruptamente y prescindiendo del control de estabilidad. b) Hacia la derecha del piloto. 


Hacia qué lado tiende a desviarse 


•En los aviones de doble hélice, las dos hélices oirán en 
sentidos apue stos para evi tar este efecto giroscópico. 
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increíble'- Este trompo $e voltea por si solo 

^ juguete llamado Tippc-top consiste de un 
0C cun °^ s férict» provisto de un tuhito cilindrico, por 
agarramos para hacerlo girar. Cuando lo 
J tll i<Jo 10 ‘ roiar apoyado sobre su parle redonda fl'ig ai, 
jonefl 10 * J - lina su eje un poco (Fig, b), sorpresivamente 



Oí* 


enu>*>" WCi£ " 




CÉ 


I tr ompo se voltea y 


Of.entaoón final 


/.Qué es lo que provoca que el 
trompo se voltee? 

a) La fuer/a de gravedad que 
reduce su energía potencial para 
mayor estabilidad. 

b) F.l torque ejercido por la fuerza 
de rozamiento en e! punto de 
contacto de la parle redonda con 
la superficie donde gira, 

c) Solo es posible con la ayuda de 
algún mecanismo interno. 




p 4,19 El clavad ista quiere dar dos vueltas en el aíre 

do un clavadista abandona el trampolín, con los 
bazos hacia arriba y las piernas estiradas, su inercia 
rotacional respecto el eje horizontal que pasa por su CM. 
, es tal que, con cierta velocidad angular inicial logra 

girar media vuelta antes de llegar al agua. Si él quisiera 
dar exactamente dos vueltas en el mismo intervalo de 
tiempo, una vez en el aire debería encoger sus brazos y 
piernas para modificar su momento de inercia a un 

valor.,. 


a) -- h , 


b) — A>. 
4 


I , 

O-h 


1 

d) -lo, 
6 


e) - ¡o 
S 



PE-4.20 . Masa dando vueltas en una cuerda 

Un pequeño objeto de masa m se fija a una cuerda ligera 

4 ue pasa por un tubo hueco se hace girar en un circulo de 
radio qeon una velocidad angular oq. Después, la cuerda 

^ i ;i la hacia abajo acortando el radio de la trayectoria 
Li>ta la mitad (n-q/2), La nueva velocidad angular 
será... 


a) fui 


tui, 


b) mi ~ 2 íl)[ , 


C) 102 * 4 íO| , 


él 


l,i 2 ■ W| /2, e) on * íl>[ /4 



\ 


1 ___ 
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§ 

EQUILIBRIO DEL 

CUERPO RÍGIDO 


£ n cs te teína aplicaremos las ecuaciones de dinámica en una situación particular, la del equilibrio 
un cuerpo rígido. Un cuerpo rígido esta en equilibrio en un sistema de referencia inercia!, 
cuando se encuentra en reposo o cuando su centro de masa se mueve con velocidad constante. Si 
el cuerpo está en reposo, se denomina equilibrio estático y si el cuerpo tiene un movimiento 
uniforme (velocidad constante) se denomina equilibrio dinámico. El estudio del equilihrio de un 
cuerpo rígido consiste busicumunti. en buscar cuáles son las restricciones que deben imponerle a 
las fuerzas que actúan sobre el y las condiciones geométricas para mantener ese estado. La 
determinación de las tuerzas necesarias para mantener un sistema en equilibrio estático es un 
tetna de importancia práctica en el diseño de estructuras en arquitectura e ingeniería tales como 
edificios y puentes. En el diseño de maquinarias y vehículos es muy importante conocer los 
principios que gobiernan el equilibrio dinámico. El análisis del desempeño de músculos, 
tendones, huesos y articulaciones en los seres vivos es de gran valor tanto en la medicina, como 
en las actividades atléticas y depon ivas. 



En este capitulo Ud. encontrará aspectos relacionados con.' 


• Condiciones de equilibrio 

• Centro de gravedad 

• Estrategia para resolver problemas de equilibrio 

• Estabilidad del equilibrio 

• Sistemas estáticamente indeterminados 

• Elasticidad 

• Equilibrio del cuerpo rígido - © D. Figueroa 

























































equilibrio 

„ .... cn equilibrio con relación a 
Un sistema se dice que esta en q rf)o s ¡_ sc 

i ' o rm Hr referencia incrcidit 9* j 

algún mar rcauisiios .simultáneamente: 

cumplen los dos siguientes requisitos 

1, Equilibrio líe traslación: La aceleración del centro de 
masa es cero: « rm - 0 . 

i) Equilibrio de rolarían: La aceleración angular respecto 
de cualquier eje fijo en el marco incrcial es cero: a - 0 . 




Un sistema no necesita estar en reposo para que sc 
encuentre en equilibrio. El equilibrio implica que las 
velocidades lineal, v rm y angular, ¿é, son constantes 
tamo en módulo como en dirección y sentido. 

El caso en que no hay movimiento respecto a un marco de 
referencia sc llama equilibrio estático. 


CONDICIONES DE EQUILIBRIO 

Como un cuerpo en equilibrio no tiene aceleración lineal 
ni angular, entonces tanto la fuerza neta como el torque 
neto que actúan sobre él deben ser nulos: 


Balance de fuerzas: 


Balance de Jorques: f - 0 


E/i equilibrio 

Am e 0 , 

« = 0 


Equilibrio estático 


v 


Cfn 

(O = (J 


0 


Equilibrio de traslación 

_ 2?’° 

Equilibrio de rotación 
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ríg& 


^ j as dos ecuaciones vectoriales para el 

rn P cílCra o ti ¡valen n seis ecuaciones escalares. Sin 
p ¡libar* 0 cq ' 1 1 


ffl r equival'- '• " . *' 

la mayoría de las situaciones que vamos a 

'mbíTí 0, cn . nt¡ bis fuerzas se encuentran en un plano, 

í o j f IllUo’ / * i * , 

J.lf* " _ F rt a ruw rrm nrrtUfipur 


|t ,[7 , tK |as IUS -. 

«¡tud' 31 ’’ | 0S torques sólo podrían provocar rotaciones 

mían 0 x -/ „n eie paralelo al eje z. En estos casos las 

Ir f Jnf de ^ ^ * - * 

i|p:d cd cp reducen a tres ecuaciones escalares: 

U dici0,,c . .._ 

* dad importante de las ecuaciones de equilibrio, 

LmaP r0 \ e i cálculo de los torques, podemos escoger 

:s q ue * cua |quicr punto. En efecto, supongamos que 

;o&° on%' ^ equilibrio de traslación y el torque neto 

d cuerp °J S reS pccto a un punto arbitrario O. 
cero con re, i 


2 


F=0 


2-2 


0 


calculamos la suma de los torques respecto a cualquier 
vpunto, O', entonces. 




y ? . x ^ +ffx 


2*-2 


Tq+Q*0 


EL CENTRO DE GRAVEDAD 


2 


2 '-» 


2 




i 


X. 



A 

\ 


decir, si un cuerpo está en equilibrio traslacional y el 
[ue neto en torno a un punto es cero, entonces también 
i cero respecto a cualquier otro punto. 


En el equilibrio, podemos 
escoger cualquier origen 
para calcular tos torques 


En un cuerpo constituido por un gran número de 
partículas, la resultante de todas las tuerzas de gravedad 
individuales es, por definición, el peso del cuerpo: ¡ 


™lS + rn 2 g + „ 



ni, )g - Afg 


(el peso) 


El peso es aquella fuerza que reemplazaría la acción de . 
s nfinitas pequeñas fuerzas m t ,í* que son las que existen , 

ticamente. 



^finiremos el centro de gravedad (CG) como aqutl j £/ centro de gravedad es 
Punto donde actuaría la fuerza de gravedad y respecto al ; punto donde actuaría el peso 

su torque produciría los mismos efectos rotacionales , 

^uc los producidos a las partículas individuales. . ___ 
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„ aceleración de la gravedad. í es 
Si suponemos que ¡¡ravitacional resultante 

constante y calculamos respecto a un punto O 

je las infinitas pequeñas fuerzas respecto I 

arbitrario, resulta: 


V J v-qxm|S + ? 2 xm zS + " _í 


2 


m, r t J xg 


Esta expresión se puede escribir en la forma: 


T„„n. - r„ x 


grav cg 

Siendo r fJf vector de posición del centro de gravedad. 



- 1 V - 

r -— / m.r. 
cg M¿J 


CENTRO DE GRAVEDAD Y CENTRO DE MASA 


La relación anterior para la ubicación del centro de 
gravedad, r.,, coincide con la definición del centro de j 

masa del cuerpo. Por lo tanto, cuando la aceleración g es 
la misma en todas las partes del cuerpo, el torque de la 
fuerza de gravedad es r ( .„ x A íg y el centro de gravedad 

coincide con el centro de masa. 


Esta condición se cumple, si consideramos objetos 
pequeños en la vecindad de la superficie terrestre (campo 
gravitatorio uniforme). Cuando esto no sucede, el CG y el 
CM son puntos diferentes. Este es el caso por ejemplo, al 
considerar la Luna en el campo gravitatorio terrestre. 


—t 


RESOLVIENDO PROBLEMAS DE EQUILIBRIO 


En un sistema constituido por varios cuerpos, se puede 

analizar por separado el equilibrio de cada uno de sus 

cuerpos componentes, tomando en cuenta las conexiones 

que los mantienen ligados. Se recomienda la siguiente 
estrategia: 


dlcrimadT cu" S0 '° 7^° * h VeZ y ha S a un cuidado» 
SSL*“T l,bre ' 'Mitifique todas las fuerzas 

co “ e “ 


convenieL'^prSuJXque™ meloTurfe’ C °° rdenadas ' 
a una 0 de las fueras incógnitas Je *“ paralel ° 
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T'grúv f c ¡, X A'/g 


Cenrro de gravedad 


r a r 
cg ’cm 




En un campo gravitacional 
uniforme, el centro de gravedad 
coincide con el centro de masa 


Selección de ejes de coordenadas 

y i 


X 


1 


F 


I 


0 
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'* pon ga las fuerzas en sus componentes y 

pcsc°« i ■ ncs de equilibrio traslacional. 

iri^ |aSC 

, n e j c de rotación conveniente para calcular los 

4 ) £sCojí¡ l | |jca J flt | 0 c uíí! es el sentido de rotación positiva 
[( ,tf }&?' aI „¡ horario). La selección es arbitraria, y 
( hora rio ° ntc cs deseable aquel eje para e! cual resulte 
£ cnCra torque c j crc ido por una o más de las fuerzas que 

«alo c * 0 

tienen. 

.. |„ ecuación de equilibrio rotacional. 

5) Escriba la 

'mero de ecuaciones independientes que resulta 

6 ) E1 incidir con el número de incógnitas. Resuelva 
d Kbr¿camentc el sistema de ecuaciones. 

Finalmente, sustituya los números y unidades de las 
" id a des conocidas para hallar los valores numéricos de 
^incógnitas. Si el resultado de alguna fuerza es 
ativo, significa que el sentido que originalmente fue 

escogido*es en realidad opuesto. 


estabilidad del equilibrio 

El estado de equilibrio de un cuerpo se puede clasificar 
según tres categorías: Estable, inestable e indiferente. 

Equilibrio Estable: Cuando al cuerpo se le perturba 
ligeramente respecto a su posición de equilibrio, surgen • 
fuerzas o torques que lo obligan a recuperar su posición 
original (Figura a). | l 

Equilibrio Inestable: Cuando se le perturba ligeramente,: 
surgen fuerzas o torques que lo obligan a alejarse de su 
posición original (Figura b). ¡ 

Equilibrio Neutro o Indiferente: Cuando se le perturba, no 
existen fuerzas ni torques que lo obligan a recuperar su 
posición original ni tampoco a alejarse de ella (Figura c). 11 


■r~ 


Jn 


cuerpo en equilibrio estable regresará a su posición 
llc ial siempre que la vertical que pasa por su centro de 
vedad caiga dentro del área de la base de sustentación. 
,^° s * desplazamiento de Ja vertical que pasa por su 
^ 1 es S ra nde y se sale de la base de soporte, al soltarlo, el 
it h^' significa que podemos mejorar la 

G *1*^^ del equilibrio de un cuerpo, bien bajando su ! 
*nc re mentando el área de la base de sustentación. 


C «P.S; 
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Selección de ejes de rotación 



(a) Estable (b) Inestable 



(c) Neutro o indiferente 
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EL EQUILIBRIO Y LA ENERGÍA POTENCIAL 

A. igual que para una partícula. I. 
equilibrio de un cuerpo es una iunuon 

potencial. 

Hn el caso del equilibrio estable observamos que si 
apartamos el palo de la vertical de equilibrio (fig.ak su 
CCJ se eleva y así aumenta la energía potencial. 

Por el contrario, en el equilibrio inestable* al apartar el 
palo tie la vertical íFig. b), su CG queda mas bajo que en 
la posición original y su energía potencial disminuye. 

En el equilibrio neutro o indiferente , si el cuerpo es 
sometido a un desplazamiento (Fig. c). el CG ni se eleva 
ni desciende y la energía potencial es constante. 

La figura de enfrente muestra el comportamiento de la 
energía potencial U(x) en función de una coordenada x, 
para el caso de una partícula próxima a la posición de 
equilibrio. Se observa que la energía potencial es mínima 
para el equilibrio estable, es máxima en e! equilibrio 
inestable y no varía si el equilibrio es neutro o indiferente. 


SISTEMAS ESTÁTICAMENTE INDETERMINADOS 

Cuando en un problema hay tantas incógnitas como 
ecuaciones disponibles y se pueden hallar todas, se dice 
que el problema es estáticamente determinado. Sin 
embargo, existen muchos casos de equilibrio de 
estructuras rígidas que son imposibles de resolver usando 
solamente las leyes del equilibrio, porque se dispone de 
mas incógnitas que de ecuaciones independientes. Se dice 
entonces que el problema es estáticamente indeterminado. 

Por ejemplo, en la figura se muestra una mesa de cuatro 
patas con un jarrón encima. Sobre el sistema actúa, el 
peso A fg aplicado sobre el centro de gravedad del sistema 
y las cuatro tuerzas de contacto que ejerce el piso en las 
patas (F h F 2% F s ,F 4 ), dirigidas verticalmente hacia arriba 
Estas cuatro fuerzas normales de apoyo, en general son 
d, sontas y constituyen las incógnitas. Pero, solamente 

ecuación r; b,r ^ eCUaC ' 0neS '"^pendientes: Una 
ecuacton de la sumatoria de fuerzas verticales y dos 

mrwTV 2 sumatoria de torques respecto a dos ejes 
perpendiculares, los cuales quedan en el plano horizontal. 
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E QLllL!BFífo 

neutro 



U energía-potencial es mínima pani 
el equilibrio estable, máxima paracl 
equilibrio inestable y constante eti e | 
equilibrio neutro 



Una mesa de cuatro palas es un 
sistema estáticamente InJctermirM 


Tiene 4 incógnitas para 3 ecuación* 


® D. Figueroa • Cep.5 : Equilibrio delcuriP 0 


¡i } W 


' ^. r , fll |,atl I«ra rrsolvcr cs,c * Problema puede 
f» J " íC ,¡ tornamos en cuenta que la rigidez de |, )S 
c ucrpos rígidos es tan solo un modelo ideal, £„ 
rl .¡il no existen estructuras perfectamente rígida 

i* 0 lo do cuerpo tiende a deformarse. Las patas ]■ 

,,íqa s " 


as 

i 


conip»**»'— -o-- y en cantidades 

¿f 3 ' ' - ’ 


emprimen ligeramente 
Se podría obtener la cuarta relación 
d ’ '.niática que falta entre las fuerzas normales a punir de 

^ >dades elásticas del material. 

IjsP^P 1 


nlTa «ue eliminarnos una de las patas, y colocamos el 

5 U P° c _ r tií * r e* rpnlrn f\f* In . i i , 


S ^ apenas fuera del centro de la mesa hacia el lado de 
' ata fallante, obviamente la mesa tiende a caerse hacia 
íllado. por otra P artc ’ s * cl J ar ™ n hubiese sido colocado 
mas hacia el lado opuesto a la pata que falta, entonces la 
factura tendrá estabilidad. La mesa de tres patas 
sustituye un sistema estáticamente determinado por 
I 3 S ues ecuaciones de equilibrio nos permiten hallar las 
incógnitas ( F ¡, /*-¡, Fj )- 


porque 


elasticidad de los sólidos 


Cuando una barra de longitud Lq es sometida a una fuerza 
de tensión F, se alargará en una cantidad AL. Si la fuerza ! 
no es muy grande, para la mayor parte de los materiales, 
AL resulta proporcional a f, y la barra regresará a sus 
dimensiones originales al retirar la fuerza. Se dice que, en 
este rango de tensiones aplicadas, la barra es elástica. No 
obstante, cuando se a Pl ica a la barra una tuerza muy 
grande, AL deja de ser proporciona] a F y la gráfica de 
vs {• comienza a desviarse de la línea recta. Al ser 
eliminada la tuerza, la barra no retornará a su longitud 
original, y queda alargada mas allá de su limite elástico; e 
uvcIllvo puede llegar a romperse si la fuerza se incrementa 
burilo mas allá de este límite. 



un 


L na mesa de tres patas es 
sistema estáticamente determinado 
Tiene 3 incógnitas puní 3 ecuaciones 



F 

(a)Tensión 



{b) Compresión 


^ swibimos la elasticidad de un material usando los : t 
^«ptos de esfuerzo y deformación. Esfuerzo es la 
za aplicada por unidad de área transversal del cuerpo: 


Fractura 
i 


Esfuerzo = FIA 


torih¡j ,C ^ n unitaria es el cambio fraccionario de 
W que re S u!i a: 


Cí P.J: 


Deformación = AL/Lo 

*Qul¡lbr¡o tiet cuerpo rígido - (D D. Figueroa 



Deformación (AL/L) 
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I '«fuerzo v la deformación se llama 
La relación entre el esfuerzo y 

módulo de elasticidad. 

FIA 

Esfuerzo f „ _1 . 

Módulo de elasticidad. » Q C f orma cióñ AL/Lo 

FMC módulo para la tensión y la compresión es lo que se 
conoce como el módulo de Young. Es una pmp.edad unte 

del material e independiente del .amano y forma del 

mn determinado materia! cuando 
objeto y es constante para uuu u 

este se deforma dentro de su región elástica. 

El esfuerzo puede ser de tres tipos: compresión, tensión y 
cortante, lln objeto bajo esfuerzo cortante tiene fuerzas 
iguales y opuestas aplicadas en caras opuestas, estando el 
vector fuerza en el plano de la cara y no perpendicular a 
ella. El módulo de elasticidad recibe el nombre de módulo 
del esfuerzo cortante. 


F 


T 


/ 


X 




1 ¿0 


(c) Esfuerzo cortante 
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rig& 



ij, CfOVOO/snt 








. a vadista de peso mg 550 N * cstá de pie sobre el ! La vira del mn » r 
t "’“ „ de un trampolín uniforme que pesa Mg = 300 N. | | ()n „ ¡tu j , , ' imp " lln " de 

e stí*n lOÜ ¡ t ün Eitud L = 3 m y está sujeta en 




_ L 


Solución : Elegimos como sistema la viga, y su 
diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura. El peso 
A/g de la viga actúa hacia abajo en su centro de masa. 
Igualmente el peso mg de la clavadista actúa en el otro 
extremo de la viga. El soporte A empuja en el extremo 
con una fuerza F Á hacia abajo y el soporte en B empuja 

con una fuerza F# hacia arriba. La condición de 
equilibrio de traslación vertical es : 


Jfy - F » 


~ Afg- mg = 0 


(I) 


nira aplicar la condición de equilibrio rotacional, 
elegimos un eje que pasa por el extremo A de la viga, de 

modo que en la ecuación de la sumatoria de los torques no 
aparezca la tuerza incógnita F ¿. 


2 


t ,4 ** -F ñ d + Af ■ + rngL - 0 


( 2 ) 


F„ . iú!H , 1- 300N 

o ( + m .e j— 

ti 


t + m S) T - í^ 1 - + 550N)— - 1 


3m 

Im 


S £ 

Itu yendo F ñ en la primera ecuación, hallamos F Á \ 
F P 

1 » " % - mg - 21 DON - 300N - 550N -1250N 
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los puntos A y B, separados por 
una distancia d = I m , como se 
ilustra en la figura. Determine la 
fuerza sobre Ja viga en cada uno 
de los puntos de soporte, A y Ü. 

Suponga que la viga no se 
fiexiona. 


V 


/\ 

(+ ) 

A 



Respuesta: 



219 






















































































para amplificar fuerzas 




a un estudiante se le queda atascado su carro en un Suponga 
nan.ano y después de varios intentos de tratar de i largo L 
empujarlo directamente, no consigue moverlo. 
Afortunadamente él recuerda que en el curso de fts.ca e 
enseñaron una técnica muy sencilla. Amarra una cuerda 
tensa entre el carro y un drbol cercano y luego aplica una 
fuerza al centro de la cuerda, y transversal a ésta. 


largo r=^ " 


m y al ani:'"' 1 tu 
It,erra F = 400 N, ,, d <>„ 

la cuerda es d = 40 cm .‘l?*"’'' tic 

la fuerza efectiva qu C c ' s ^S 

por la cuerda sobre el „ ' P 



Solución ', Escogemos el punto medio de la cuerda como 
el objeto y por ser este un punto, aquí no hay torques. 
Considerando que la fuerza es aplicada en forma cuasi- 
estática, podemos aplicar la condición de equilibrio. 



. f - 2T.s en 0 - 0 



F 

2sen6 



El ángulo de desviación está determinado por el triángulo 
rectángulo de! diagrama con catetos d y U2: 


tgd 


0,4m 


L/2 3m 


-0,08 


0=4,57 


Por lo tanto, la tensión de la cuerda es: 


T 400N 

Tm n -— " 25 10N 

2sen4,57 


|Hs decir, la magnitud de la fuerza sobre el carro que 

di s'is «c m 'l “ aP ‘ 1Ca medÍanle ’ a CUerda resul,a ser 
e sus veces la que está ejerciendo el joven! 


220 


Respu&t s: 
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t’n 3 


tff tabla debe quedar horizontal 


.de longitud l y 
tabi a ■ 


dos cuc 


11 , c „dida por 

Íes» cada lado 


mi I. y masa despreciable está - , 

.-rilas livianas que están atadas i,- . r ’"' ,esor de masa M se c 

1 u MS s;/\hfv. I r t i. L i_ . , 


r 


x —H 




coloca 

sobre la tabla de forma tal que ésta 

* . mamen ? a perfectamente 
horizontal, en cuyo caso la cuerda 

de la izquierda forma un ángulo 
(l \ - 30" con la vertical y la de la 
derecha un ángulo f) ít = frO". 

*0 f! ( nales son las tensiones de las 
cuerdas? 

h) <r A qué distancia x debería 
colocarse el profesor? 


Solución1 a) En el diagrama de cuerpo libre se muestran 
las fuerzas que actúan sobre la tabla. Para el equilibrio de 
translación horizontal y vertical, tenemos: 


2 

2 


F = -T a sen Ü A + T B senQ B = 0 


(I) 


F y - T a cosQ a + T b cosd B - Mg - 0 


(2) 



Multiplicando la ecuación (I) por eos0 Á y la ecuación (2) \ A 

por .reñí?.! y luego sumándolas, se cancelan los términos 
que contienen la tensión T A y se obtiene: 

i A 

T B {sen 0 ¡t eos 0 A + eos 0 B sen 8 A ) * A igsen 0 A \ 

T b sen f 0 A + Q a ) - A Igsen 6 Á i 

i 

Por lo tanto, las tensiones buscadas son. respectivamente: 







■t 

w 

> 


L 




Ta¬ 


se ni) 


sen 3(f 


,\fo b ■ - ■ Afq ™ 

sen(t) A + 0 {t ) * sen(30°+6Cf ) J p 

senO fi , r sen60° Mg __ V? ^ 


Mg 


m -—- 


° sen3(f 2 ¿ 

f*ura hallar la distancia x donde debería colocarse el 
* ¿sor ' escribimos la ecuación de equilibrio rotacional 

C^»l pumo A: 

• Equilibrio del cuerpo rígido- © D. Figueroa 
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2 - 


Mex- TnLcosOfi ■ O 


Sustituyendo T fí encontramos. 


Lcosdfí T Lcosórf' A/,g 


x - 


A fe 


n 


L 


Me 


PR-5.04. Fuerza que se necesita para extraer un clavo 

Un martillo está en la posición de extraer un clavo de una 
tabla horizontal. El clavo forma un ángulo 0 = 6G‘ con la 
superficie y la cabeza del martillo hace contacto con la 
labia en un punto P ubicado a una distancia horizontal d - 
0j)5m de la cabeza del clavo. Para sacar el clavo de la 
madera se requiere una fuerza f‘a ~ 1000 N. Se aplica al 
mango del martillo una fuerza horizontal F\ a una 
distancia h ~ 0,3 m por encima de la tabla. 

a) ¿Cuál debe ser la magnitud de esta fuerza? 

b) Determine la fuer/a ejercida por la tabla sobre el punto 
P de contacto con la cabeza del martillo. 


SQtuciÓÍU a) En la figura se muestra el diagrama de 
cuerpo libre del martillo, suponiendo que su peso es 
despreciable. Conviene tomar torques respecto al punto P 
de contacto, para que no aparezcan las fuerzas incógnitas 
F r y N en la ecuación de equilibrio rotacional; 


2 


Tp - F A h - FftdsenQ « 0 


_ F 8 (isen0 _ ({0OON)(0,O5^^)sen6O ,, 


0,3m 


= I44N 


bj La condición para el equilibrio horizontal es: 

Ss^x * f a + K - f b c °s0=0 
F r ■ f b ro$Q - F a 

F r - <1000N )cos60 >- ] 44N = 356N 


La ecua c ión para el equilibrio vertical 
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es: 


fíe 




a) t A m¿L¡u 

A ■> ‘"s < r,/ 
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2 


- N - FftScnO - 0 


, , r nfl-(l(X)ON)senfiO" = 866N 
A m * a 

ejercida sobre la cabeza del martillo es la suma ■ 

3 fuc r/ t a tJ , fuerzas de rozamiento y la fuerza normal ! 
k . -^al ut- 111 


fíc?p( jesta; 


ton ; 


7; „ f x + Nv » ( 356i + 866 y ¿V 

I p ' r' 


¡{a -I44Ñ7 

\ F p + 866 y ¿V 


Q5 Fuerzo mínima para remontar un escalón 



rueda de bicicleta de masa Af = 2 kg y nidio A = 28 1 

L,Iia encuentra con un escalón brusco de altura h - 8 cm. j 

tíri Cuá 1 cs cl nlinimo valor la íucrza horizontal F que 

a ' ^ a p|icar a la rueda para poder remontar el escalón? j A 

' C fuerza horizontal se requeriría si fuese h = A? 

b) ¿W U{ ' í JL 



Sotucióru Para remontar la cuesta es necesario causar 
una rotación de la rueda alrededor del pumo de contacto 
p Cuando la rueda está a punto de levantarse, pierde 
contacto con el suelo y en ese momento hay solo las tres 
fuerzas indicadas. La fuerza de contacto F P no tiene 
brazo con respecto al punto P, la fuerza horizontal F 
aplicada tiene un brazo de pal anca (H - h), m ien tras que cl 

peso A fg tiene un brazo: b - ^//T - (A - /i) = V?A/i - h* 
La condición para cl equilibrio rotacional es: 

Yt,, -F(R-k)-Mg’j2Rh-h 2 -0 

Por lo tanto, el valor crítico de la fuerza F es: 

,, \2Rh-f? w 

/ «- \fn 

R-h 



p .3¿2(038m)(0,08m)- (OXISm) 2 g J", = 49N 

0,28m-0,()8m ’ s* 

| ^ acuerdo a la expresión anterior, si la altura del 
' Scalón ^se igual al radio de la rueda, (h = R). la fuerza 

«querida seria infinita. 


RíSpUSStS: 


a) F == 39N 

b) A = x 
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Pfí-5.06 . Rozamiento para que ei cilindro no resbale 

Un cilindro de masa m y radio R se mantiene en la 
posición indicada aplicándole una fuerza mediante una 
cuerda que forma un ángulo con la dirección horizontal, 
0, ¿Cuál es et valor mínimo del coeficiente de rozamiento 
estático con la pared. para que el cilindro no se caiga? 


Solución: De acuerdo al diagrama de cuerpo libre, la 
ecuación de equilibrio en la dirección horizontal, es: 



Feos<p- A = 0 


N-Fcos<p (i) 


Por otra parle, escogiendo el punto de rotación en el CM 
del cilindro, la ecuación de equilibrio rotacional es: 

¿Trn-FR-F'R-O => F r -F (ii) 

La tuerza de rozamiento estática máxima es F r ~ / t c N de 
modo que combinando las ecuaciones (i) y (ii), 
obtenemos el coeficiente de roce mínimo: 

<V - =*■ /v(mín) =sec<p 


i 


Respuesta: 



/le(mín) =sec<p 




PR-5.07. Tensión de 


una cadena suspendida 




Una cadena flexible de peso H’ está suspendida entre dos 
puntos fijos, A y B ubicados a la misma altura. 



a) Halle la tensión en la cadena en 
su punto medio, 

b) Halle la fuerza que cada 
soporte ejerce sobre la cadena. 

*La forma que adopta la cadena es 
una curva que se conoce coma 
catenaria . 


SPMlén: Dibujamos el diagrama de cuerpo Ubre para la 
mitad de la cadena. Sea T 0 la tensión de la cadena en el 
punto mas bajo y r la tensión en los puntos de soporte 
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l S-< c 


- de equilibrio de translación son: 


5V,-r„-r«* 


0-0 


*Q m Tcosfl (11 


^"2 + 


W w 

_ — + Tsenü~0 -—-Tsenf) 

me 


Í2) 


. estas dos ecuaciones tenemos: 
s ¡ dividí mo^ 


Ju.^.cigd 

\V/2 send 


T 0 - 


VV 

2tg0 


s c.Ktituyendo T 0 en la ecuación (l) tenemos la tensión 
"Spuntosde soporte: 

Tm T¡i _ W_ 

cosd 2send 




A ^ 


ti 



IV 

t 2 


T 

•o 


Respuesta: 


r~ 


a) r 0 ■ 


b) r - 


w_ 

2ti>9 

IV 

2senB 


pp-5.08. ¿Se podrá determinar cuánto pesa ia cuerda? 


\ 

i 

I 


El extremo izquierdo de la cuerda mostrada está amarrado i Al aplicar a su extremo derecho 
a una pared vertical. una fuerza horizontal F = 30 N. en 


: equilibrio la cuerda queda 
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b) Con la información dada podemos determinar el peso 
que tiene la cuerda: 

A fe = T eos 6 = 50Ncos37 rt = 40 N _ 


Pñ-5.09. empujando el lápiz hexagonal sin volcarlo 

Un lápiz de sección transversal hexagonal de lados L. esta 
siendo empujado a lo largo de una superficie horizontal 
aplicándole una fuerza horizontal por uno de sus vértices. 
( 'Qué valor dehe tener coeficiente de fricción estática /re¬ 
entre la superficie y el lápiz para que éste se desplace sin 
que se vuelque? 







So l ució n: Examinemos el cuerpo hexagonal en el 
momento crítico cuando está a punto de volcarse, de 
modo que está tocando la superficie únicamente en el 
punto P de la arista. La condición para que el cuerpo no 
vuelque es que el torque resultante en tomo a este punto 
sea cero. La fuerza normal ¿V y la fuerza de rozamiento 
estático Ff, no tienen brazo. 

El torque de la fuerza aplicada F le provoca un giro en 
sentido an¡horario, mientras que el peso A!g Jo hace girar 

en sentido horario. 



t p - Fb— Alga = O 



Para que el hexágono se deslice, el valor de la fuerza 

aplicada debe ser mayor que e! de la fuerza de rozamiento 
máxima, F r (nw.v) = p e N : 



F 2 p/í - p e Mg 


a 


7 M S * l*,Mg 


Las distancias a y b están relacionadas con el lado L del 
hexágono, según el diagrama mostrado. Reemplazando 
estas distancias, se obtiene que el coeficiente de 
rozamiento estático debe ser: 




a 

F-e s 7 


L/2 


L/2 


1 


h Ue n 60 0 Uf3!2~J3 
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| El cuerpo no ióW si 

l/F 
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rlgl^ 


* 


pos esferas apoyándose en un recipiente 


pP^d 0 ' 

s » idénticas, cada una de peso IV, están 
pi* eS jentro de un recipiente de paredes lisas. Sus 
_ encuentran sobre la linca recta que forma un 
*** \ con la horizontal. Determine las fuerzas 

tí* las esferas: 

C fporel fond 0de recipiente. 

* vnr los costados del recipiente, 
b) una esfera sobre la otra. 



c ,uq usejcrce 


lüCléQí a ) Consideremos primero el diagrama de 
^^libre de las dos esferas como un solo cuerpo. Sea 

? la fuerza del fondo del recipiente y F B y F B las 
fuerzas de apoyo que ejercen las paredes a cada lado. Las 
ecuaciones de equilibrio de traslación son: 

=* ffl " F b (1) 


Sf, - Fb - F a - O 
Sf, - F a - 21V - 0 


F¿ - 2W 


(2) i 


b) Si tomamos torques respecto al centro de la esfera 
inferior, la ecuación de equilibrio rotacional es: 


2 


t 0 = W(2Rcos0)-F B (2Rsen6)^0 


Despejando F B y tomando en cuenta la ecuación (1), se 
obtiene: 

• cosO a 

\Vctg8 


F B -F„ = \V 


H 


senO 


c) Para hallar la Fuerza de contacto entre las esteras, F c , 
consideramos el diagrama de cuerpo Ubre de la esfera ¡ 
inferior solamente, La ecuación para el equilibrio 
horizontal es: 


y f, . f b 


Fr cosO - 0 




Fr *' 



RSS01SSÍ31 


^pejando F c y sustituyendo el valor de F ¡¡, tenemos 


F c - - F " 


Wct s o JL. Wac e 


eos 6 cosO sen 6 
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PB^JÍ Fuerz35 de 3poy 

,, a* masa M descansa sobre dos | 
Un * f ™ r ZT> C lilis. Las dos superficies forman j 
rt'eon b borizontal. 0 A y respcct.vamcn.e. 
SLe la fuerza ejercida por cada supere,c sobre ,a ¡ 
esfera en los puntos de contacto. 



«fctóte Las ecuaciones de equilibrio de translación 
horizontal y vertical son respectivamente. 

XV,- F A senG A - F B sen0 B - 0 

X? f y - F Á cos0 a + Fg cos0 B - A/ff - 0 

Si despejamos F B de la primera ecuación y la sustituimos 
en la segunda, se obtiene: 

F A cos9 a + (F a —~~~~)cos 0 b -Mg-0 

S €Ftug 

F Á (sen6 B cos0 A + sen0 A cos0 B ) - Mgsend# 

F Á sen( 0 A + 0 B ) = Mgsen6 B 


Por lo tanto, las fuerzas de apoyo son: 


sen0 


B 


sen( 0 A + 0 B ) 


Mg 


* B 


senO A senO B sen6 A 


A fg- 


sen 0 B sen (0 A + O g ) sen(0 A +0 B ) 


PR‘9¡,1..?.i Equilibrando un lápiz en la palma de ía mano 

Una persona trata de mantener un lápiz sobre la palma de 
la mano en posición inclinada a un cierto ángulo 0con la 
vertical. Sí el lápiz tiene longitud L y masa A/, ¿cuál debe 
str la aceleración horizontal de la mano para que el 
ángulo de inclinación siempre tenga un valor constante &} 

Suponga que el lápiz puede considerarse como una varilla 
cuya masa está distribuida de manera uniforme. 
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Respuesta: 


Fa = 


sen9 


p 


B 


sen( 0 A + d B ) 
senO A 

sen( 0 A + 0 B ) 


Af?. 


Afe 
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rfgffl 


^ . E n el diagrama de cuerpo libre de! lápiz 

S^fjibujad» ,aíi ,ucr/í l s aplicadas: C, J*» M y las 
lif fll,lS \ ifl , s horizontal F„ y vertical F v de la fuerza 

- c la mano. El ,ap,Z no Sc mucvc verl >calmente y 

<|UC 0 '!dici < ' ,n dc el l" ilihrio cs: 

V /r. - F v - Mg -0 =» F v - Mg 

dirección horizontal el lápiz está acelerado y 
,a a pi¡ c ar la segunda ley de Newton: 

XV t “ Fh = A/¿t => ü = Ff f / M 

aplicamos la condición de equilibrio rotacional 
^ ando rotaciones en tomo al centro de gravedad (CG): 

L 


2 


cm 


S irnpl ■ flcaTido- 


L L 

■F n (-cas 6) + F v (—sen 


_ senO 

F h = Fy -- - Mgtg o 


8)-0 


cosd 


La aceleración buscada es. 

Fh 


a 


M 


M 


gtgQ 


PR-5.13. Equilibrio de una tabla sobre paredes lisas 

Una tabla de peso \Y y longitud L está colocada con sus 
extremos apoyándose sobre dos paredes ortogonales que 
noojrecen rozamiento. 

a) Determine las fuerzas de apoyo sobre las paredes. 

b) Determine el ángulo él de equilibrio de la tabla. 

v‘) V critique que el centro de gravedad de la barra debe 
ubicarse en la línea vertical arriba del punto O. 



Respuesta; 


a - gtg 0 



1— 


^C&ÍC ÍÚRi a) Sobre la tabla actúan tres tuerzas: Las ¡ 
berzas de apoyo F A y f)¡ que son perpendiculares a las ¡ 
superficies y c l peso de la tabla, Afg, que queda en la ¡ 
Acción vertical. Las ecuaciones de equilibrio horizontal ^ 

y vertical son, respectivamente: 
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lóíl' l'® fip ,,ra mucs * ra < J' ¡, grama de cuerpo libre 
^ sfor'a- l>lirí ' llflliCar k ton<lici6n * equilibrio de 

je I a . CS Jc ' la esfera clcgimus un eje que pasa p, )r e | 
Jc coniacl° con el plano, listo hace que aparezca 

r l ""‘’, a incópniiat 

uní* s pj 

^ r¡ , =■ Mg( «sen 0) - ( F eos 0)R - () 

senO 

F « A/.?-- - MglgO 

eos f) 

’endo el eje dirección paralela al plano inclinado, 

^ondición P ara eI equilibrio en esta dirección se 
la c 

escribe* 


2 


f x = F r - Mgsend + Feos0^0 


Sustituyendo el valor de F encontrado anteriormente: 


sen 8 


F = Mssend- Fcos8 = MgsenQ-(Mg - ~}cos8=0 

r r 6 eos 8 


Es decir, independientemente de la inclinación del plano, 
la fuerza de rozamiento resulta nula. 



Respuesta: 

Pf-l 
; y>= o 


PR-5.15. Rodando un mueble con el menor esfuerzo 

Sea un mueble de sección rectangular, de altura h = 1 m y 
ancho a = 0,60 m. que tiene una masa M = 40 kg 
distribuida uniformemente. El mueble descansa sobre un 

piso horizontal y se le aplica una fuerza horizontal F 
sobre el borde superior. 





a 



a 

c.- rj 



a 1 

h 


a ¡ 


\ 

c =“_j 



a) ¿Qué fuerza mínima se requiere 
para que empiece a ladearse? 

b) ¿Cuál es el coeficiente mínimo 
de rozamiento estático para que a! 
mueble se ladee con la aplicación 
de una fuerza de este valor? 

c) ¿Habrá una manera mas 
eficiente de hacer rodar el 
mueble? Encuentre el módulo y la 
dirección de la fuerza mínima 
requerida para volcar el mueble si 
el punto de aplicación puede 
e jegírse en cualquier parte de este. 


. i 


i 


□flftf KhUt m 


C *P.S: 


231 


^Qmiibrio det cuerpo rígido- © D« Figuoros 











































































4 ^!iSS 5 í* 

f’ Un . . cs a i|,' donde estará aplicada la fuerza ^ 
contacto con el piso (rozamiento F r y normal >. m 
equilibrio de rotación el torque neto respecto al punto 

debe ser cero: 


2 


a 


Xp - rh - m - - o 


, . JL Mü - 0,6l f - (40kg)(9J¡m/s : ) - U 8N 
2h 2x1,0m 

b) Las condiciones para el equilibrio de translación 
horizontal y vertical son. respectivamente: 


F M -F-F r 


2 

fr- 


0 


Fr-F 


JV-Wg-0 


N « Mg 


Cuando está a punto de deslizar, la fuerza de rozamiento 
tiene su valor máximo y se debe cumplir la condición 
crítica: F r - n/t . De modo que: 


F r F Mg(af2h) a 0,6m 


f>c ’ N " Mg 


Mg 


2h 2(1 m) 


0,3 


c) Se podría usar una fuerza de menor módulo si se aplica 
en la esquina y en una dirección tal que se aproveche el 
mayor brazo de palanca posible. El mayor brazo 
corresponde a la diagonal de la sección rectangular. 
Tomando Jorques en torno al punto P, la condición de 
equilibrio es: 

2, r F - f 4¡¿77 - M g í . 0 

i 7 Mga (40kg)(9,8m/s 2 )0,6m 

Fm TTTT^T'-j — , - « 10IN 

2V/r +a- 2V(lmr +f0,6m) 2 

B ángulo que forma la línea de acción de F con la 
horizontal es: 


, . a 0,6m A 


0 =31,0 o 
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<P 


— 

V 



F 


y 


a 


<p\ 




P F, 


O 


BSÍ2ÍI&® 



I18N 

= 0,30 
- 101N, 0 
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r 


Volcará o des tizaré ta caja? 

5- ^ 


labia inclinada se coloca una caja que tiene un 

ybre un ‘^ ^ cm y una altura h = 30 cm. B centro de 

J C la caja queda en su centro geométrico. Si d 

^ j^^ijnacion- se va rnc re nit: rilando lentamente 

ing ü *° ' .„uc sucederá, volcará o deslizará la caia? 
j|. cero, ím j ■ 

* idere los Siguientes casos: 

C ° n * oeftcientc de rozamiento estático es /i, = 0,40. 

a) c f c icntc de rozamiento estático es /i, = 0,75. 

^ gl coe» 



S0ción:_ I 
equilibrio , <Pf 


torno al borde inferior izquierdo. En esta situación su 
de gravedad está ubicado en la línea vertical por 

, mi watrk Hp rnnfnrlfi 


en 

centro — c 

encima de ese punto de contacto 


tg4>i 


q/2 o_ 
h/2 “ h 


i^ = 0.5 

30c m 


<p¡ = 26, 6“ 


Este ángulo crítico es independiente del coeficiente de 
rozamiento /t T . Ahora hallaremos el ángulo crítico de 
equilibrio, 0 : , pura el c!ja * se in ‘ cia cl deslizamiento. 
Eligiendo el eje ,r paralelo al plano y el eje y 
perpendicular al mismo, las condiciones de equilibrio son: 


2 

2 


F f - Mgsenfc “ F r - O 


F r = Mgserxpi 


F v ~N-Mscosfo =0 


A r = Sigan t¡> 


Eliminado Mg de este par de ecuaciones se obtiene: 

F r - Ntg+j 

^ ángulo crítico la fuerza alcanza su valor límite, 
, por lo tanto : 


f,- 


/q/V = Ntgfy => tg<p2 “ Fi : 

®) Si el coeficiente de rozamiento estático es fi, - 0,40, 
cnt °nces 0 : = 21,8" < 0, y tenemos deslizamiento. ! 

^ Si el coeficiente de rozamiento estático es - 0,75,, 
Chinees — 36,9° >0^ y tenemos volcamiento. | 



C *A5; Fquifi brfo 
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a/AíV 



y 


\ 



flesp itssfs: 


| a) Sí fi t 
\ bj Si p, 


0,40: 0 2 =21^* 
(deslizamiento) 

0,75: 02 = 36 

(volcamiento) 















































































PR-5.17. Un sistema estáticamente indeterminado 

•c ,, »f - 20 ke. que ‘' cnc un 1 
Una puerta de ™sa uniforme Af - . ^ d(1 , • ¿ 

ancho a — ím y una altura h - • ... t ,_nndas 

bisagras A y B, equidistantes de los extremos 

por una distancia d = 25 m. . -y 

a) ¿ Cual es la componente horizontal de la ucr 

sobre la puerta por la bisagra A y por la bisagra B - 

b) ¿Cuál es el valor de la componente vertical u . 

ejercida por ambas bisagras? 

c) ¿Por qué no pueden determinarse las componen es 
verticales de la fuerza en cada bisagra individual? 


Solución: Suponga que las componentes horizontales y 
verticales de las fuerzas ejercidas por las bisagras tienen 
los sentidos indicados en el diagrama de cuerpo libre de la 
puerta. Las ecuaciones de equilibrio traslacional son. 


Horizontal: 


Vertical: 


Sf,-h a + h b -o = 

Vf,-V', iV' fi -A/s-0 


H, —H„ ( 1 ) 


( 2 ) 


Tomando torques respecto al CG de la puerta: 

a ..a 


2 


t cg = h a 2 " Hb 2 + * ¿ ~ +1 fl ^ " 0 


(3) 


Si sustituimos en esta ecuación, H A = -H B de la ecuación 
(1) y V A + V B = Mg , de la ecuación (2), se tiene: 

~2H B d + Mga - 0 


a 


H B =~— Mg 

2d 2x2,5m 


lm (20kgx9.8^)-392N 


H. —H 


a 


B 


2d 


Mg = -39,2N 


La suma de las fuerzas verticales de las bisagras es: 

v a + v b “ Mg - 20kgx9,8m/s 2 = 196N 

c) Aquí tenemos cuatro incógnitas ( H A M B , V A y V B ) y 

solo tres ecuaciones ¡ndependienles. Las fuerzas 
vemeales está distribuidas y no pueden ser determinadas 
individualmente porque tienen la misma línea de acción v 
el mismo torque respecto a cualquier eje. * 
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sraspca ti 

i ¡~ ii t ’ 1 r 




X 



H 


n 


| ; ^ 

9 

¡L 

Mg 




B 


i 


<■ u!2 


i 


fíe§p.u$s ( & 


.) H a -3 9 - 2N 

2(t 

—A/.g-39.2 N 


2d 


¡ b) V, + 14, »A/j¡fl96N 


© 


D. Figueroa -Cap.5: Equilibrio de! cuerpo 


figlfá 



fuerzas en la puerta del corral de una granja 


piiU P 



uCI ta Je ,md, ° " 

Ay 


n cs tá sujeta mediante el a 


= 2,4 rn y altura b = 1 7 m mn n 

con Elpev, Jc la ^ ^ ^ = 

I , ^ su ccntro de gravedad 

i i Ucd a en su centro geométrico. El 
alambre forma un ángulo n = 30° 

, con la horizontal y está provisto 
. < c un tensor que permite ajustar la 
tensión hasta que la fuerza 
horizontal en la bisagra superior. 
A, sea cero. Determine: 
i a) La tensión 7 del alambre CD. 

b) La tuerza horizontal sobre la 
bisagra inferior B. 



t c) La tuerza vertical combinada de 

* ™ l—.. l:_ 


ambas bisagras. 


elución: a) P ara hallar la tensión del alambre tomamos 
tonques respecto al punto B. 

r„ - Mg- - T,<b)- T y (a) + V A (0)+ V B (0)*H B (0i-0 


iVfp— - Tb eos 6 - Tasen 0 = 0 

" 2 


a 


Mg 


2 bcosQ + asenQ 


T 300N 

I ”—-—( 


2,4m 


I^mcos30°+2,4msen30° 


)- 16IN 


b) Para hallar la fuerza horizontal sobre la bisagra inferior 
aplicamos la condición de equilibrio horizontal: 


2 



F x « H B - T cosQ - 0 


- TcosO - 161Nfar30°=139N 

i 

Para hallar la fuerza vertical combinada sobre ambas j 
ls sgras aplicamos la condición de equilibrio vertical: 


F y ** V A + V H + TsenO- \fg~0 


V a + V' fi . xtg-. TsenO- 300N - l61Nren30 o -220N 



Bssjoissísi 


a) T-161N 
i b) H¡¡ = 139 N 
c ) V A + Vff = 220N 
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gB-5¿9 J/M cuadra suspendida por un clavo 


un escurra con brazos .Ideados de longitudes / y 71 se 
suspende mediante un clavo en la pared. ¿Cual serd el 
ángulo 0 ijuc forma el lado suspendido con la Itnea 


ve 


rlical / 


■> 


Solución: Se divide la escuadra en dos partes: el lado 
mas corlo, de longitud L y peso Mr y el lado mas largo, 
de longitud 2L y peso 2Mg. Tomando Jorques en tomo al 
pumo P del clavo, la ecuación de equilibrio de rotación 

es: 


\ T r - 2Mgb - Mga - 0 


L 


2Mg(Uenm- Mg(-cosO) = 0 


Por lo tanto, el ángulo 0 que forma el lado largo de la 
escuadra con la línea vertical es: 

senfí l 

~4 ~ 


tgí) 


(i ~ 14° 


C’fW 0 


PR 5.20. ¿Quién soporta más peso? 


Dos estudiantes de distinta estatura. Ay B, trasladan un 
cajón suspendido mediante cuerdas verticales, de forma 
tal que el cajón queda en equilibrio a un ángulo de 
inclinación con la horizontal, 9 = 30*. El cajón tiene 
dimensiones a ~ 60 cm y b ~ 80 cni y su peso es Mr = 

500 N. Suponga que el centro de masa del cajón está en 
su centro geométrico. 

a) Determine !a tuerza que aplica cada estudiante. 

b) Si el ángulo lucra 0 = 0*. ¿cómo se repartirían las dos 
fuerzas? 




&/f/£fóo; En el siguiente diagrama de cuerpo libre se 
S„. ,aS ^ - J* - esa 
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„• fuer»» son vcnic!llcs X la ecuación d, 

• ,i'l-»rÍO ^ 


rí 1 ’ 


¡ilibft 0 


2 


(1) 


¡ón P» r;i cl cquilibri ° de ^Kión, h escribimos 
lt i nS lorques con respecto al centro de gravedad 
^ LtAn 




i 


n 


Sr CG = F * r A- f 


’n h\ “ 0 


(2) 


Itiplicamos la expresión (1) por r A y le restamos la 

^¡dn (2). encontramos: 


r A + r B 


Fa-^Fb-I 


H 


r A + n 


■)M S 


B 


Los brazos respectivos de las fuerzas, y r B se 
^terminan empleando el diagrama mostrado: 


¿2 ¿? 

r ,~-cos9+-sen0 
A 2 2 


ü n b 

r B ” -coí0 —senO 
2 2 


i 

Sustituyendo,se obtienen las expresiones para las fuerzas: 

F¿ m -r(l -—tgfyMg ] 

2 a 

, 0,8m , (X1 500N „ ' 

F _(1~ ——tg30 )--57.5N 

A 0,6m 2 

Fb -Hl + -tg9)Mg 

2 a 


r ,, 0.8m. „„„.500N 


442N 


b) Si 9 s (), entonces tgtf =0 y las expresiones de las j 
tareas resultan; \ 


c r l xt 500N „ r „ Kr 

---250N 

^ 0rTIÍ) era de esperar, si el cajón estuviese horizontal, el 

P 5 0 de 500 N se repartiría por igual entre los dos 
Odiantes. 



i * 

Diagrama de cuerpo libre del cajón 


a) Si F a -57.5N, 

F b -442.5N 

b) Si 0 = 0: F B mF t 


C<P ‘ 5; *WHlbrlo del 


cuerpo rígido- © D. Fígueroa 
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Fueras en un sulso caígante 

■f ,v rvso W - 300 N y 
Un cartel «Wíuta, y «n. ^ ¿ - 

' Heno articulaba en la pared mediante un perno , 
V ' sa *„ es ento sostenida por una cuerda que forma un 
IZ Vro con la horizontal. El cartel se suspend 

mediante tíos hilos, uno colocado en el exmemo y el otro a j 
distancia d = 0,5 m de la pared. Determine. 

a) La tensión en la cuerda. 

b) La fuerza de reacción de la pared sobre la viga. 


Sofuolón: Las fuer/as que actúan sobre la viga están 
indicadas en el diagrama de cuerpo libre. El cartel es 
uniforme y ejerce sobre la viga dos fuerzas verticales 
iguales, IV/2. por los hilos de suspensión. Un eje 
conveniente para aplicar la condición de equilibrio 
rotacional es el que pasa por el pivote en la pared. 


2 


Trm —d+—<d + L)-Tsend(L + d) = 0 


De este modo, no aparecen las incógnitas R t y R y en la 
ecuación y podemos despejar la tensión T de la cuerda: 


d+LI 2 


IV 


0,5m+ 2$mJ2 


(i + d)sen() (2óm + 0,5ni)sen30° 


200N - 233N 


Aplicando la condición de equilibrio horizontal se obtiene 

la componente horizontal de la fuerza de reacción de la 
pared sobre la viga, R x : 




T cosO = 0 


D -r n d + LÍ 2 
K f = / cosí) -- \y - 

(L + d)tg6 

Aplicando la condición de equilibrio 

Ryl ^ 


202N 


l 


vertical, se obtiene 
Fy = Ry + TsenO- 2 — 


0 


R = W - TsenO - -—— n-, ^ 

2 fl+rfj 83 » 3N 
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c + ; 


tt + L/2 

(L + d)scn() 
lUU_2 

(i + djtgO 
W l 

Ry ~ 1 (L + d)‘ 


a) T 


b) R , 


Respuesta- 


H ; - 233N 


yy = 202N 


K3.3N 


2 
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- Fu crzn ejercido para sostener su propio peso j 

r 

I 

está sentado sobre un tablón de longitud 
iJn i 0 en forma horizontal por una cuerda que ¡ 

^ . dor <j L > una polea. La cuerda está unida al 
posa B jJ'i tablón y forma con éste un ángulo 0* 53.L. 


£K trC 


nl ° myo peso es IV - 700 N está sentado a una 


£[ alunii»’ - ^ articulación del tablón. El peso del 

■-tancia 


dis 


es u- = 200 N- Determine: 

Tm tensión de la cuerda 
3 L ‘ f ,,^3 de apoyo del alumno sobre el tablón. 
b)L a 


0= 



2/73— 4-/7 3-d 



Considerando el diagrama de cuerpo libre del 
hlón, tornamos tonques respecto al pivote P. De esta 
.ñera en la ecuación de equilibrio de rotación no 
aparecen las dos fuerzas R x y que son incógnitas: 




/ 21 

Tn « w—+ N —- - TLscnO- 0 
i o í 


íl) 


Según el diagrama de cuerpo libre del alumno, la 
condición para el equilibrio vertical es: 


2 


f -r+AP-iv =o 


(2) 


Las fuerzas de contacto entre el alumno y el tablón 
constituyen un par acción-reacción y por ello, 
iÑhlÑhN . Además, el módulo de la tensión de la 
cuerda es constante, ITMT'hT, Podemos escribir las 
ecuaciones anteriores: 


Fablón: 


w 2 

— + — A F * Tsen 9 
2 ? 




Persona: 


IV - N - T 


Resolviendo este par de ecuaciones y sustituyendo los ¡ 
datos de las constantes, encontramos: 


7 , 387N 


N 


4 + ósertfl 

ÓWjc/iO- i *v 
4 + 6.sentí 


-313N 
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Respuesta. 


a) T= 387 N, 
b> /V — 313 N 
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pg^5.23 s Matero suspendido de uno pared 

Una barra homogénea de longitud/. cuyo puso c> 

N se encuentra fija a una pared vertical apoyada por un 
extremo y suspendida en el otro extremo por una cuerda. 

Un matero cuyo peso es IV = 50 N se suspende de , 
extremo de la barra de forma tal que el ángulo de la _ ^ 

cuerda con la paral es ^ = 36// y el í^L 

crm h pared es 0 = 53.1*. Determine las fuerzas ejercidas ¡ 
en los puntos A y B de soporte en la pared. 


Solución! Considerando el diagrama de cuerpo libre de 
la barra y tomando un eje de rotación que pasa por el 
punto It de apoyo, podemos escribir la condición de 

equilibrio de rotación: 

] 

V T tt " w~senO + WLsen 0 - TL m 0 

!.:i fuer/a que ejerce sobre la pared en el punto A es 
justamente la tensión 7*tic la cuerda: 


tí' 

r - í- + IV 

? 


(—+50N)sen53,I a -50N 



La componente horizontal de la fuerza en el apoyo B, se 


encuentra a 


2 /> * ■ 


Txen$ - 0 


ic 


H x “ Tsen$ - f — + W )senOsen<p 

— 


La componente vertical de la fuerza en e! apoyo B. se 
encuentra a partir de la condición de equilibrio vertical: 


2 


cos0 -iv -\y m o 


A\ * u- + W - Teos 0 - 35N 
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Respue* ta - 


T - 50N 

R x -30N.Zf.- 35N 

A —i 
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: 

j e altura h- vdy*’ F*' w ’ us II - irxto \ sc . 

» fTverlicri «he ll " **» l!,n ««ficiemc* fricción . p;,rlt ' *1 poste m 

lí/" c '' , = 0.30. al Piso medíanle , m „ 

' *«<*> que fo^ ingu|i) “ 

•’ó. 1 ) ton |j vertiv il i |n i 

•'i- 1 J n.i persona 
COn Ul « íuer/a horizontal F 
pnrun P unl ° ubicado a la altura y 
a) Si \ - h,2, ¿cuál será el valor 
m,l > or Jc l : Pura que d poste no 

J I A. I ■ 1 

tC X 


b) ¿Cuál es la altura y máxima 

Partir iL la cual el poste sicmpl 

deslizará, cualquiera sea el valí 
d!e f? 


Solución! Tomando torques en torno al 
^¿dónde equilibrio es: 


A, la 


T . mFy-(N-W)htR6-0 


N 


v 


hrg6 


F + W 


Turnando torques en torno al punto U, la condición de 
equilibrio es: 


T ti » F r h -F(h- y) = Q 


r . h ~ y 
F. - f —~~)F 


ri valor límite de la fuerza de roce es: F r s /í r V. 
Sustituyendo las expresiones de F r y A', en términos cíe 
i', tenemos: 


h 


<—)Fsi, r (-~-l- + W) =» fs- ' f ~ 

hlgO n.lf.lh. 

h h laO 


^ la fuerza es aplicada a la altura y = hl2, entonces: 

- 

r*-2ll ¿. 2t(K3Kl01X)N) a ]m)S 
1 - ft e itgO " 1 - 0,3/tg36,9° " 


enios ahora , la altura v a partir de la cual el poste 
izará, cualquiera sea el valor de F* 
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a infinita y en e 


V n fuerza requerida sen 
denominador en la expresión obtenida do F es cero 


ste caso el 


v y t*e 
' h h teO 




PljQS(. 


tsO 


>'ma\ = 


h 


tc3ri,9 


O 


*\\ p* 

i 1 /Hat 


2/ÜV 


/I =0,715/1 


/1,+ rge 0.3 + tg36,9‘’ 


1 b) . 


/ ~ . M «^ rgo * 

+ tv 0 


* “0,715 h 


PR-5.25. Fuerza variable del viento sobre una torre 

La torre de una antena de altura L - 30 m está a la orilla 
del mar sujeta por un cable que forma un ángulo 0 - 60 

con la horizontal. 



Un viento sopla constantemente 
ejerciendo una fuerza horizontal 
tal que la "fuerza por unidad de' 
longitud" es proporcional a !, 
altura y: 

Fuerza/longitud ~ 4 y 

Donde y se mide en metros y i a 
constante de proporcionalidad es 

A = 25 N/mU ¿Cuál es la tensión 
del cable? 


Solución: Como la fuerza del viento es variable, 
dividimos la torre en elementos de loneitud dy a una 
altura y. sobre el cual la fuerza es dF = Aydy . Para 

aplicar la condición de equilibrio rotacional, calculamos 
los torques sobre la torre respecto al pumo A de apoyo 
con el suelo: 


2 * ■ J 5 


ydF - TLcosQ - 0 


TLcosQ - f ydF => f yAydy 
d0 J fí 


1 A 3 

-4v 




/-AL 3 



7. 


JÍL 


Despejando, encontramos el valor de la tensión del cable: 


Respuesta: 


j - _ ^ f25N/m~)(30mt" 


3 eos 6 


3cos60° 


1,5x10 4 N 
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AI: 


L 


3 eos 0 


1^x10 4 N 
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dgW 




pj^ 




, , u a sta dónde podrá trepar por la escalera? 
2P ' ¿ 


., ller a do longitud /. y peso vv = 300 N. Una 

«*‘"’ !l ‘La !=> escalcra cuyo coef icietue 

'l.m'" 9 %> v estático es P, - ».‘10, y la apoya sobre una 




y 3,nl . a , |í S :i, formando un ángulo t) = «y con (j 


I vcri lL 


rttt» : p. peso de la alumna es IV = «XIN. 
r .-nula'* ^ 1 ■ -* - 


iriZ ° fl,íl |n sube por la escalera, qué distancia podrá 
¿Si el . uc la escalera empiece a deslizar? 

^/ ncedc si ambas superficies, el piso y la pared. 


non 

^ nné suc 

W ¿ tan rozamiento l 
prescn |an 


ión' En el diagrama de cuerpo libre se indican las 

^sobre la escalera: Su peso h\ la de la persona W, 

^1 suelo, que tiene una componente normal Ñ y una 

,3d . e I»,1 de rozamiento estático F r , y la fuerza 

honz° ntai “ 

. w | ejercida por la pared. Esta no posee 
^amiento y su fuerza vertical es nula. Para equilibrio de 



ro 
tratf 


2 


f i= N - re — VV = 0 
y 


N = vv + VV 


l 


F x 


R x - F ( 


0 


R x 55 F< 


Para aplicar la condición de equilibrio de translación, 
elegimos el punto P de contacto entre la escalera y el 
suelo, porque de esta manera las fuerzas F r y A\ que 
actúan sobre ese punto, no figurarán en la ecuación de los 
torques: 



2 


Tp - vv —COS& + VV'.v eos0 - R.LsenO = 0 

2 




.x =>(—teO - 

VV 2 VV 


que la alumna sube, se incrementa R x > 


^ rnhién F. = > p t *m la fuerza de rozamiento estático 

Coriei piso está limitada: 


F x (max) - F e (miv:)~ p t ./V - »U( ve + ^ i 




p ara j ,an, °i la distancia de ascenso máximo de la alumn 
puede mantenerse en equilibrio es 


* PS: Equitlhr/~ 


CirtHPfnrl 





































































































w 


x = ///.(— +/Jí t ?0- |f 


X 


max 


|0.40( 


300N 


N *. ! —1 L = 0.7S9 Z. 

~ + ,)fí6n 2I600N) 1 


b) Para el caso usual Je una escalera con rozamiento unto 
en el piso como en la pared, uno podría estar tentado a 
suponer que la relación límite F t . s se alcanza en 
forma simultánea en ambos superficies, usía sena una 
suposición un lanío arbitraria porque nada nos garantiza la 
simultaneidad de las dos condiciones criticas. En realidad, 
el problema es estáticamente indeterminado y no puede 
resolverse usando solo las condiciones de equilibrio, pues 
la estructura ya no puede considerarse como 
perfectamente rígida. Para poder determinar todas las 
tuerzas que actúan sería necesario tener información 
adicional, por ejemplo, de cómo se flexiona la escalera. 


PR-5. 27. La escalera del tipo tijera es mas segura 


Sea una escalera simétrica que consta de dos partes de 
igual longitud /., fabricada de un material resistente y 
liviano. Las dos partes están enlazadas por la varilla DE 
en el punto medio y están unidas en la parte mas alta por 
una articulación, A. La escalera descansa sobre el suelo 
pulido (sin rozamiento), formando cada parle un ángulo 
0 = 71,5° con la horizontal. Una persona de peso IV está 

encima de la escalera a una distancia x = 3/74 desde el 
apoyo en el suelo. Determine: 

a) Las reacciones de vínculo en los puntos de apoyo. 

b) i a tensión en la varilla de enlace, DE. 


^olucióni Consideramos por separado los diagramas de 
cuerpo libre para las dos partes de la escalera. Como no 
hay rozamiento, las fuerzas ejercidas por el suelo: Ñ B y 

son normales. También notamos que la fuerza sobre 

el lado izquierdo y sobre el lado derecho son de igual 

módulo, F A =F A e igualmente, para la barra de enlace se , 

cumple, T = 7’. Tomaremos el eje de rotación en la , 
articulación A para los torques. 
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Respue 


sta 


a) x mLX = 0.789 L 


b) Sistema estáticamente 
indeterminado 
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figic 


,ec< nC 

i ;> 5on - 


„S de Cf 


i para la parte 


Fjjitierda de 


e ¡a 


í 


T - Fa 




0 


=*■ 


T » F 




(I) 


.. . f - VV » 0 f‘ 

‘ A > 


\y m W-N B ( 2 ) 


| O „tf B Lcos9-T^senO‘\V ~cos6^0 

. de equilibrio para la parte tlerechc 
L3S ecuaci 

=* Tmf Ax 


(3) 


O 4 ) 


N c - F Ay 13 0 


F Á y « N c 





£ 

-F/ c Lcos&+ T— sen6 = 0 


( 2 ') 


(3*) 


I obscrve q U e las dos ecuaciones (1) y (L) son idénticas. 
p or lo tanto, disponemos de un total de 5 ecuaciones ; 
independientes y habrá una solución única para las 5 j 
] incógnitas: 7\ N B . N c . f m >' V Si combinamos las ( 

ecuaciones (3) y 01 y P°r separado (2) y (2*), 
encontramos el par de ecuaciones con N B yN c : 

I 


(3)+(3’) 
( 2 ) -( 2 ’) 


N B - A c 


IV 


N b + Nc - W 


De aquí que las fuerzas ejercidas por el suelo son: 

5 5 

IV - — (800N) = 500N 

¿f 8 

N c - ¿IV - - (800N) = 300N 
8 8 

Sustituyendo en la ecuación (3’), encontramos la tensión 

de la varilla DE: 


T » 2N c ctg0 - — WetgO 

4 


T «7 


-800Nctg71,5"-20lN 
4 



fles puesta 
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PR-5.28. La tabla resbala para ciertas Inclinaciones 

Una tabla de longitud l descansa sobre el suelo y esta 
apoyada sobre el pumo B sin rozamiento, situado en la 
parte superior de un muro de altura h - LF-. Se ob en. a 
que la tabla permanece en equilibrio para ángulos 0> 
pero resbala para ángulos menores a este valor. Halle el 
coeficiente /<, de rozamiento estático entre la tabla y el 

suelo. 



U '■ 


Solución: En el diagrama de cuerpo libre se muestran 
las fuerzas sobre la tabla. La tabla es uniforme y su peso 
Westá aplicado en su centro geométrico (CG). La luerza 
de contacto en el punto B es normal a la tabla porque el 
rodillo no presenta rozamiento. Para aplicar la condición 
de equilibrio de rotación resulta conveniente tomar 
torques alrededor del punto A al pie de la tabla; 


2 


IV —eos 6 - F¡ 


A " , lWÜ 1 B a 
2 sentí 


= 0 


F¡ { m IV —sen 0 eos 0 


2h 


(1) 


Las condición de equilibrio horizontal es: 


Y F x *> F t . - FfiSend = 0 


F = Ff¡setiO= W — cos0sen 2 d 

2h 


Mientras que la condición de equilibrio vertical es: 


( 2 ) 




N+Fncosú-W 


;V = 1 V -F B cosd-W(l-j~cos 2 OsenO) (3) 

Si la tabla está a punto de deslizar, este ángulo critico 
corresponde a la condición: F e - Sustituyendo ios 
resultados (2) y (3), encontramos: 


IV 


j^ cos8sen:f >-KSV(l~~cos 2 


eos" Osen 0) 




© 
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cf i cuenta t|ue L~2h, el coeficiente de 
íiitri 111 .m ítico cutre la tabla y el suelo es: 

Ji 11 


,ii 




tito 


,.„ f fisen 2 0 co*6(rscn 2 fi(f 

i " K * a •• ■ 


PcSBUQ$t;i; 


¡i, - 1 Osen fI I - cos ¿ 60°senf/r 


0.4S 


V, 


(V< íMitvi 'i) 


eos'Qsenil 


0.4S 


c oQ Hallando el CG de un tablón no uniforme 

£0^ 

je masa no-uniforme tiene su extremo inferior fi . 

’ o rugoso y su parte superior sobre * ,* tW ' UentC dc amiento 


,¿ n de masa no-untrorme tiene su extremo inferior; u . r . 

Ünbre un piso rugoso y su parte superior sobre "“TY dc . m/J 

Jp° yad rj c ie semicilíndrica perfectamente lisa dc radio u Se^ThT Ü tabinn - ^ P ’ SOCS 
una s u P er ^. be sabe ademas que eI 


Jf. 



se mantiene en equilibrio para 
cualquier ángulo mayor que un 
cierto valor p. Determine la 

posición del centro de gravedad 
del tablón. 


'¿Lili J 

mu m 


Sofucfónj Llamemos d la distancia desde el centro de 
gravedad del tablón al punto A de apoyo con el piso. Las 
ecuaciones de equilibrio de translación son: 


Yf, = F, - F B sen<p « 0 


F c - F B seiup (1) 


i r ; 


L* 


I 


F v -N + F[¡ cos<p - W » 0 => N = W - F B cos<p( 2) 


El valor critico de (p para que el tablón mantenga el | 
equilibrio está determinado por la condición: -it ( A - 
Reemplazando las expresiones (.1) y (2) encontramos: 


r< 


s 




i A 

r v*' " ^ 


/ \r 

<y\^ 

■ 1_ 

í/t 

X 

w 


Fi 


ri,- 


B 


-IV 


.VÍ7I0+ p^COSlp 


ara a pbcar la condición de equilibrio de rotación, 
lcnem °s libertad para tomar como eje de rotación el que 
Pasa P° r el punto A. 


r A - Wdcos <p - F B Rctg <P =0 
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La distancia d al centro de gravedad del t-^!nn c 


Rctfti 


tK 


11’ 


Rete ó 


^ W cos <p serup + u, vos0 H c °s0 




(,í(VI 0 + /(,COS0)ífn^ 


PR-5.30 . Condición para equilibrio estable del tablón 

Un tablón de densidad uniforme y espesor íí esta ^ 
equilibrado sobre una superficie cilindrica fija de radio R. < 
Demuestre que la condición para que el equilibrio del 
tablón sea estable, suponiendo que el rozamiento sea 
suficiente para impedir el resbalamiento, es: n/2 < R. 


§QfucÍ0_n: Para que el equilibrio del tablón sea estable, 
cualquier desplazamiento pequeño desde su posición de 
equilibrio debe dar como resultado un torque que tiende a 
regresarlo a esa posición. Suponga que indinamos el 
tablón en un pequeño ángulo 0. El punto P de contacto se 
mueve o P' y la línea que va de P al CG formará un 
ángulo tí con la línea vertical. Al mismo tiempo la línea 
radial del cilindro se desplaza en el mismo ángulo tí, de 
modo que la longitud de arco es: PP' - Rtí . El tablón 
estará en equilibrio estable si la vertical que pasa por el 
CG queda a la izquierda del punto de contacto P\ de 
modo que e] torque ejercido por su peso A fg Tiende a 

hacerlo girar en sentido ami horario, para llevarlo de 
regreso al punto original de contacto P. 

Esto significa que la condición para equilibrio estable es 
que: AB <AP' . Según el diagrama, estas distancias son: 


AP' - PP'costí* Rtí cos 9 


a 


AB - PC - — sen 6 
2 


a 


- sentí < Rtícostí 


d '7 ,e d * áB * utoi Pequeños (9-0) se cumple: 
y sen —6. Sustituyendo,encontramos: 


d 



ÍAC/10+ fiscos ^ ¡ H , 





Respuesta 
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ulfibrlo do un pitillo dentro do una copa 

tIc plástico de longitud L se apoya en el borde 
jj# jjc,a scnúcsfóricu de radio R, de tal forma que 

¿i- n’ 1 *! ^ r0 /amicnto con la superficie, ¿Qué ángulo 0 
{tO e,iistt ¡ «¡tillo con la horizontal en la posición de 

V 7 

^ br '° ? 


¡ón: Como la superficie de la copa no ofrece 
¡a fuerza en el extremo A del pitillo es 
1 | a superficie y apunta hacia el centro de 

norfn ‘ I a fuerza de apoyo en ei punto B es 

*urV3 tura ‘ .t 

, n jj CU lar al pitillo. Si tornamos los torques en tomo 

^ - e que pasa por el punto A, podemos escribir la 

lición de equilibrio de rotación: 


l 


T . W — eos 0 - f B 2R cos = 0 
A 2 


B 


w 


4R 


Si escogemos el eje .r a lo largo del pitillo y el eje y en 
dirección perpendicular a éste, las condición de equilibrio 

horizontal es: 


V F x - F a cos <p - Wsen 0 - 0 




. sen# 
cosip 


y r 



endo F a y F' B , en la ecuación de equilibrio 


vertical: 


2 


,<P + F b ~W cos<p-0 



\V sen<p + W - W costp - 0 
cosip 4R 

Si obtiene una ecuación cuadrática en cos0: 


2coy* 0- — cos<p-1 
4R 


C5i ta ecuación solo tiene sentido tísico la raíz positiva. 


I r L I f ,2 a i?i 
cor 0 - — /—- + J( ~rz } + *■ ' 
Y 4 4R V 4R 


BsSSU£Slñi 


, ! id L + ir— f+8i 
C0SQ--1 4R + T¡f 4R‘ 
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PR-5.3 2. Hay dos moscos rondando un pitillo 

Un pitillo uniforme de longitud i v mast M o coloc 
sobre una copa, con un lado sobresaliendo justo la ti 
Una mosca .le masa m, se posa suavemente sobre el 

extremo izquierdo del pitillo y empieza a caminar hacia el 

extremo derecho, 



til rozamiento entre el p¡ t ¡|| 

copa es despreciable, de ^ 

que el pitillo va retrocedió 
sobre la copa. Cuando h ni 
\ alcanza el extremo derecho 

i dclicne .V m situación rt 

pitillo no se vuelca 
continuación, una segunda mo 

llega volando y se posa sobre u 
primera. ¿Cuál debe SCr 

máximo valor de la masa /«, dc [ 

segunda mosca para que el~pii¡n 0 
no se vuelque? 


Solución: Como no hay rozamiento del pitillo con la 
copa, cuando la mosca rn¡ camina hacia la derecha, el 
centro de musa del sistema pitillo-mosca nt¡ permanece 
inmóvil. La posición del CM respecto al punto O es: 


Antes: 


cm 


Después; .T íírj 


m,hU2)+ MIO) 

m¡ + M 

W;(JT; ) + Mi -x f } 

m i + M 


Igualando: 


M 


m 



x 


X, * — 

* 1 


Además, la suma de las distancias es: .v, + Vx = - 

í ¿ *y 


Combinando estas dos relaciones obtenemos: 


r ií i x L.M-ni/ 

x¡ m tt- h xj «■ — f—:- -) 


M + n¡¡ * 2 Aí 4 n¡ 


Al posarse la segunda mosca, su masa m-> no debe 

exceder el valor que cumpla la condición de equilibrio de 
rotación. Tomando torques en tomo al punto O: 



(mi+Mi/H 



2 


T o m (m¡ 4 m 2 )gx 2 - Mgx, = 0 


250 


® D, Figueroa -Cap. 5: Equilibrio del cuerpo 


rígido 


rti¡ 


4 Itl 



nI0 , para ‘I 1 "-' cl P i,in() n " se vucl quu. el m á x ¡ m „ 


m 1° h "‘" n \\c'\ de ia segunda mosca debe ser 
f a* a m a:, “ 

v# (dt 


M + nif 
í “- )m¡ 


M - m 


¡ 


m-t s ( 


fas puesta; 

W 4 /7I 



c 03 Equilibrando una torre de libros en escalera 
¡ unt0 de N de libros idénticos, de masa uniforme 


ün 


V 




. j i van a ser colocados uno a uno sobre los otros. 

L ^ Ib * 


. pl forma que sobresalgan lo mas posible, sin que se ^ 


a 

raigan 

al 

,V libros 

Vi 


Encuentre la distancia total d que sobresalen todos los ! I 


b) .^ u ánios libros podrían ser apilados de esta manera? 



Solución: a) Esto se logra haciendo que el centro de 
cravedad del libro superior esté directamente por encinta 
¿e la orilla del siguiente libro (d¡ » L12). El secundo 

libro puede sobresalir tanto como lo permita el CG del 
conjunto de los dos libros n =1 y n - 2, el cual tiene que n - 
ubiearse sobre el borde del tercer libro para que el 
conjunto no se caiga. Este queda a 3JL/4 del borde del 
libro superior y por lo tanto a d 2 - IJ4 del extremo de 

libro inferior. 


i 


1 



Consideremos el u-simo libro que debe sobresalir una 
distancia máxima d n respecto al libro de abajo. El CG de 

- I) libros de arriba debe quedar justo por encima 
dcl borde del «-simo libro. Si calculamos los torques 
Aspecto al punto P en el borde del libro (n + I). I a 
condición de equilibrio es que sea cero la suma de los 
Arques debidos al peso «ig del libro n y al peso total de 
lls libros que éste tiene encima, (n - Í >or ^ 


1 


T r m (m - Umgd ,, - m¡?( — - d n ) ■ í; 



ando, encontramos: 
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/_ 


(n- 1)J ti - í “ - d„ J 




L 

i 


n 


Do modo uüc la distancia total que sobresale un total do A 


que 

los libros será: 


, i L ¡ - , l 

*=“ + " + — + — + 


" ' "r r T T - T " v " 2 ’ 4 f¡ 2.V 

b) Para un número/V de libros muy grande, tenemos. 


¿I - Lim 



Esta suma aumenta indefinidamente con el número N 
(serio divergente) y puede hacerse tan grande como se 
quiera aumentando el valor de A . Esto quiere decir que, 
teóricamente, bastaría con colocar un número suficiente 
grande de libros para qbtepfr un. voladizo total d 
arbitrariamente grande. Por sbptiesto que, en la realidad se 
tendría la limitación de que el campo gravitacional no es 
uniforme y el valor de g no es constante. 



a| d = — +—+ + i. 

2 4 6 - + J N 

b) Es posible apilar infinito 

libros con un voladizo infina.. 


PR-5.34, Equilibrio dinámico de un hemisferio sólido 


Un hemisferio sólido de radio R y masa A/ es arrastrado a 
velocidad constante por un piso aplicándole por un borde 
una fuerza horizontal F. 



El coeficiente de rozamiento 
dinámico es ft = 3/8. 

a) Determíne el ángulo 0 que 
forma la superficie plana del 
hemisferio con ¡a horizontal. 

b) Analice los casos limites para 
ft -* 0 y f¡ -* oc. 


SolUClén; al En el problema PR-I.I1 ya hemos 
determinado que el centro de masa de un hemisferio 
solido de radio K está ubicado a la distancia d = 3fi/g de 
su cara plana. Por estar en un campo gravitacional 

las nutro f grama de cuerp0 libre -« indican 

pesoT “ eje - Cn S ° bre el hem isferio: El 
peso M¡> , la fuerza de roce F la i C, 

aplicadahorizontaW m.. f r ' •* 1 y a fuerza 
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* -S 


s condiciones para c! equilibrio de traslación son: 




F t tm N - A í q *■ l) 

i v 


'V - A/e 



til ¡a 


a ~ fth 


Sustituyendo las siguientes relaciones geométricas: 


í/ = dsend = — Rsen 0 
8 


V 


h = R~ RsenO 


Se obtiene: 


— Rsen0- iiR(\- sei¡6 ) 
R 


Para fi = 3/8, se tiene: sen0 = 0.5 


senO 


u 


i( + 3/8 

4 

30° 


b) En el caso límite de fricción nula ti — 0, la expresión 

anterior predice: íí = 0 (el hemisferio no se inclina). En 
el caso límite de gran fricción ii —* * y se tiene: (9 = 90* 


PespyesD; 

[a)Parau = 3/8,0 - 5F 
b) Paraji — 0. 0 = 0 
Para ii -* «. ü = 9tr 


PR-5.35. Crecimiento exponencial de ta fricción 


Al atracar un buque se lanza una cabuya hacia un poste 
cilindrico en el muelle, la cual es enrollada varias veces 
alrededor de éste, Gracias al rozamiento de la cabuya con 
el poste, solo un pequeño esfuerzo aplicado al extremo 
libre será suficiente para sujetar al buque. 


a) Calcule cuantas veces supera la 
fuerza G que actúa sobre el 
buque por parte de la cabuya, a la 
fuerza f\ aplicada al extremo 

libre, en términos del coeficiente 
de fricción ,u y del número A f de 



b) Suponga que el buque ejerce 
una fuerza Ti = 3x10* N, si el 

marinero puede aplicar una fuerza 
7j = 500 N y ft = 03, cuántas 

vueltas son suficientes darle a la 
cabuya para poder sostener el 

buque? 


,_1 
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Solución: ai Consideremos un pequeño Memento 
cuerda que subtiende un ángulo í/tf.J-as fuerzas se 
este segmento son: las tensiones 7 y l a ^da lado (qu | 
son de valor aproximadamente igual), la tuerza norma , 
¿V y la fuer/a de rozamiento, />. Si la cuerda está a 

punto de deslizar, la tuerza de rozamiento alcanza 
máximo valor, F r ■ /¿A'. Como dli es pequeño, a 

componente radial de cada luerza de tensión es. 

TsenidOll)* T(dB/2) 


La condición para el equilibrio radial es: 


2 


F v -N -TUiO/2)-T(dO¡2)~Q 


N = TciO 


Ti 


El equilibrio de las fuerzas tangenciales requiere que el . 
incremento de la tensión di' sea justamente igual a la 
fuerza de rozamiento: 


dT - /> - (tTdO 


dT 


pídO 






Integrando: 


s, 


h dT f () f 

> (t J íIO 

J t 


T 1 T 




iin7)í; -/í(et-ft)-ítáfl 


[L „ e jiX9 


Vemos que la relación de fuerzas no depende, ni del 
diámetro del cilindro ni del grosor de la cuerda y sólo lo 
determina el coeficiente de rozamiento v el número de 
vueltas. jV = Aí?/ 2 ,t. 

b> Aplicando la relación anterior, se obtiene el ángulo 
total abarcado: 


\n 1 i—, T ~ i 1 . .3 xI0 6 N x 

AU « - ln( —) » —ln{-)« 7 4 ra j 

u 7] 500N * a 

F 1 número de vueltas que son suficientes darle a la 
cabuya para poder sostener el buque es: 


N 


Aí? 17,4rad 


2-7 2;rrad/Vuelta 


2.8 vueltas 
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Ti 

a) “• 

Ti 

b) N ~ 


Bssgasst 




1 r> 

ln(-r) 


2zr/i Ti 


2,8 vueltas 


— ■ _ _ _ — 
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£s curioso, lo reglo siempre se auto equilibra 

. d¡ ise te demostraciones pedimos a un alumno q,» 
0 08 ¡ Hl rizontalmente una regla de madera de u n 
s# ng obré sus dedos índice y, que poco a poco trate de 
^ >l lt)S dedos entre sí. hasta que finalmente se junten 

los dos dedos siempre terminan juntándose 
Olí' 1 * . | ccn tro de gravedad de la regla, 

dl '^"l¡que por succJc cMo - 

que se tiene una varilla no uniforme y los 

bl ^/contacto de los dedos se encuentran a cada lado 

plin rG a distancias respectivas d\ y d 2 del mismo. Halle 

^ fl](:r zas normales Ni y ejercidas por los dedos y 

l:1> -stre que si d\ «¿2 ■ entonces solamente el dedo 2 sé 

.-con respecto a la varilla hasta que d\ = di. 

J^pués de lo cual ambos dedos se moverán por igual. 



Solución: al Supongamos que inicialmente los dos 
idos están muy separados; soportará mayor carga aquel 
está mas próximo al centro de gravedad y no es 
posible deslizar simultáneamente los dos dedos. Al mover 
el primer dedo el coeficiente de rozamiento cinético es 
menor que el estático que actúa sobre el otro dedo y por 
dio éste no se mueve. Sin embargo, al acercarse el primer 
dalo al centro de la regla gravita sobre él mayor peso, 
con lo cual aumenta la fuerza de rozamiento y este dedo 
CCS a de deslizar. Así, el único dedo que se desliza será 
aquel que está mas lejos del CG y en cuanto este último 
esté mas prówimo al CG, dejará de deslizar. 

Es decir, independiente de cual dedo el alumno trate de 
mover, los dos dedos van cambiando de papel , 
alternándose entre paradas y deslizamientos y al final se j 
encontrarán justo debajo del centro de gravedad. 1 



s ‘ calculamos los torques respecto al punto 1 de , 
Cl, ntacto, h condición de equilibrio de rotación se escribe: ! 
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Nn « A';u/| + 


Ji , 

Despejando, se tiene: N¿ - Af,e( ~¡ + ~ ’ 


Además,como /V| + N 2 ** A/g, se tiene: 


'i 


J 


Ni - A /?-(—~ L —)Ms - Afg(-r~T 
í/j + d 2 <h * d i 


-) 


las fuerzas normales 


Dividiendo las tíos expresiones para 
se deduce que: 

Ni IN 2 - <h Mi 


Por lo tanto, si d\ <d 2 , entonces Ni >N 2 . la fuerza de 

roce en el dedo I será mayor y solamente el dedo 2 se 
moverá con respecto a la varilla hasta que las distancias d\ 
y d 2 se igualan, después de lo cual ambos dedos se 
mueven por igual. Este procedimiento permitiría 
determinar dónde queda el centro de gravedad para 

cualquier varilla no uniforme. Es mis, aun si tuviésemos 
coeficientes de roces distintos, * p 2 , las fuerzas de 
roce se igualarán cuando se cumpla p\N\ m p 2 N 2f es 
decir, para d 2 ~p 2 d) fp\ y las dos distancias se anularan 
simultáneamente cuando se encuentren en el CG. 


Respuesta, 




PR-5.37. Esfuerzos y deformaciones en dos atambres 


Una varilla rígida de longitud L - 105 cm v de nmi , T . . , 

, . Lt " . . fc un y ÜL niasa I aj ¿En que punto de la varilla 

despreciable esta sostenida en los extremos por alambres ■ 1 l i 
1 „ d j* ,• , , . , , . , Y debe colgarse un peso W a fin de 

A > B distintos y de igual longitud. El área de la sección , . ■ ' . , 

transversal del alambre A es A Á = 2 . e | del P ' ÍB 

alambre B es A* = 4 mm : . alambres A y B? 

b) ¿En qué punto de la varilla 

debe colgarse un peso W a fin de 

producir deformaciones iludes 

en A y B? 


Módulos de Young: 
A: Y a =2, 4x10" Pa 
B: Y n = I,6x10 m Pa 
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Para producir cslncrzos ¡guales * , 

relación: F A h\ A - F fl IA n . U pj *** 


>P |lf ", una distancia x tal que | os i, 

>^ C ‘ 

> ibfen 


a uebe 
ir qucs '¡f 


F a x - - x)Fu 


t) DL m(L - X ) 4 L.<L-xd™± 

•r- (í ' F A Al 


emm 


. «(105 - v )2 


x = 70 cm 


, producir deformaciones iguales se debe curado 

iST-a* ■ « ** 


Pa Aa Y b Ab 


Fa , _ 2 , 4 x 1 o 1 ‘Pa Zmm 2 

■—'** (., jí _ i & v t niI d« ^ a _2 ^ ^»75 


h 


Y¡t A/j l,6xlO u Pa 4mnr 


La pesa debe colocarse a una distancia x tal que los 
torques se equilibren: 


F¿x - (L~x)Ffí 




0,75.t*»(105 - ,v) 


x = 60 cm 


a) Distancia desde A: x = 70 cm 

b) Distancia desde A: ,t = 60 cm 


PR-5.38. Esfuerzos de tensión y de corle máximos 

Una barra de sección transversal A se somete a tuerzas de 
tensión F, iguales y opuestas en los extremos. Considere 
un plano que atraviesa la barra formando un ángulo 0 con 

el plano perpendicular a la barra. 



a) ¿Qué esfuerzo de tensión 
(normal) hay en este plano en 
términos de F, A y tí! 

b) ¿Qué esfuerzo de tensión de 
corte (tangencial) hay en este 
plano en términos de F, A y 0? 

ct ¿Para qué valor de 0es máximo 

el esfuerzo de tensión? 

d); Para qué valor de 0es máximo 

el esfuerzo de corte? 




^QlUQlÓf): a) La componente normal de la fuerza F es 
c osf) y e j ^ rea efectiva o intersección del plano 
finado con la barra es A/cos0, de modo que el 

Uer7 ° tensión normal es: 
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FcosO 
A/eos# 


F i 

m — COS" 

.4 


0 


h) La componente tangencial de la fuerza es: FscnO de 
modo que el esfuerzo de tensión de corte es: 

Fsen ti F F 

-= (—)sen#cos0 = i — )stn„0 

A /cosí) A 2/4 



c) El cos0 es máximo para ti = 0‘\ de modo que cí 
esfuerzo de tensión es máximo para 0 = 0". 

d) El sen2f? es máximo para 2 ti - 00", de modo que el 
esfuerzo de tensión es máximo para ti = 45". 


ja) feos- O/A 

b) {Fsen2Q)f2A 

c) 0~ 0" 


1 d) 0=45° 




258 


® D - Figueroa - Cap.5 ; Equilibrio del cuerpo ríg 






l/i 






verifica 


IVCOMPRe 


nsión 


Ot ■ P arS q Ue Un cucr P° n 9^ 0 cs ^~ en equilibrio. 

sta con aplicarle dos fuerzas de igual módulo y cn 

nrCC iso que todas las fuerzas converjan en el centro 
b) P l 

j,. gravead . 

^ preciso que todas las fuerzas sean coplanares. 

. preciso que el torque neto de las fuerzas con 
vio a cualquier punto del espacio sea nulo. 

, gasta con que la fuerza neta sea cero. 


pE-5.02. ¿Estará la placa en equilibrio? 

gna piuca cuadrada liviana está sometida a la acción de 
tres fuerzas sobre sus esquinas como se indica en la 
figura. Si los módulos de las fuerzas están a la escala del 
dibujo podemos decir que: 

a) La placa está en equilibrio de traslación solamente. 

b) La placa está en equilibrio de rotación solamente. 

c) La placa está en equilibrio de traslación y de rotación. 


-— 

i 













Í + '■ (I 

p 'i ' 1 ■ 

• 

_ 



- 











1 


i 

1 



p&m El riesgo de estacionarse en esa rampa ! 

Tres camiones de tipo cava se encuentran estacionados en Las cargas ^ Lnír , maneras 
Una rani pa de la manera mostrada en la figura. ¡ estan lstn U1 , [ros de 

1 diferentes, estando sus centros ue 
| gravedad CG. en las posiciones 
i indicadas en la I ¡gura. t .Cuál íes) 
está(n) a punto de voltearse? 

I 

, a.) El A, 

■ b) El B, 

c) El C, 

d) El B y el C 

C ) Los tres A, B y t 
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PE-5.04. Cuál parte de la escoba pesa mas ? 

Usando d procedimiento descrito en d Problcmn PR- 
5.36. se determina la ubicación del centro de.gravedad de 
una escoba. Es decir, se coloca la escoba horirontalmcntc 
entre los dedos índice y luego se van deslizando poco a 
poco los dedos hasta que se encuentren debajo del centro 

de gravedad. 



Si corlamos e! palo . 

por su CG en dos panes v i,, 

las dos partes se colocan ?nV' 
platillos de una balanza, ■ ° S 
platillo bajará más'? ’ í,eu ^ 

; a) el del palo A. 

b) el de la escoba B 

c) Se mantiene el equilibrio 


PE-5. Qñi ¿Cómo colgarías tu ese cuadro? 


PE-5.05. La mínima fuerza para mantener c! equilibrio 

Un viga liviana de longitud 3a es doblada en la forma 
indicada en el dibujo. La viga puede girar alrededor de un 
eje fijo en el punto P. En el extremo de la izquierda se 
cuelga una masa ni. ¿Cuál sería la fuerzo mínima que 
habría que aplicar en el otro extremo para mantener la 
viga en la posición indicada? 

a)mg b)2 mg c )^¡2mg d) mg/2 e)mgt-j2 




¿En cuál de los arreglos sugeridos para colgar el cuadro se 
produce la menor tensión en las cuerdas? 


a) A, b) B, c) C 
d) Igual para los tres 
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Ci7 Martillo suspendido en equilibrio 

je mostración de física, colocamos la punta de tina 
fn l,,lí,L j borde de una mesa y por debajo de és\n, s C 
p#* en martillo enlazado a la tabla mediante un hilo, 
^ le mucstrí» en la l i cura. El hilo se tensa y el martillo 
c0íl T de esta manera suspendido en equilibrio. ¿Cuál de 
q ucda \ tn * indicados quedará mas cerca del centro de 
V P U ( sistema martillo-tabla? 

c raveda 



a) A 


b) Ü, 


c)C. 


di [) 




Equilibrio de un cuadro en ia pared 



r j r0 está suspendido por una cuerda mediante un 
lavo en la pared- Si despreciamos el roce de la cuerda 
1 c ¡ avo y del cuadro con la pared, y considerando las 
tres opciones mostradas, ¿Cuál o cuáles son posibles? 


a) El inclinado A y el horizontal H 
bj Solamente el horizontal B 
c) El horizontal B y d inclinado C. 
d> Los tres son posibles 



PE-5.09 . ¿Cuál sería et diagrama de fuerzas correcto? 



Una lámpara está sostenida de un poste mediante una 
barra liviana y una cuerda como muestra la ligara. Sea H 
el peso de la lámpara, / la fuerza del poste sobre la barra 
y / la tensión de la cuerda, ¿cuál de los diagramas de 
luerzas sobre la barra podría ser el correcto? 
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P E-5.10. ¿Cuálserá la orientación de la lámina? 


Una lámina en 
sin fricción, api 


L es arrastrada sobre una mesa horizontal 
icándole una fuerza f por una esquina. 



■Cuál podría ser la orienta- 
(|UC loma la lámina ücsp UÍ5 C, " n 

alcanzarse el equilibrio ? 
rotación? L ' 




PB3J1 . ¿ Cuál debe ser la tensión de la cuerda ? 

Una pesa de ION cuelga sostenida por el centro de una 
cuerda. Para lograr que la cuerda esté perfectamente 
horizontal hay que aplicar una tensión de. 

a) 10 N 

b) 100 N 

c) IfKK)N 

d) 10000 N 

c) mas de un millón de ncwtons 



■E?.E~5.12. ¿ Cuál juguete pesa más, cuál pesa 


menos? 


Hn el móvil ornamental mostrado. las barras permanece 
horizontales cuando las distancias relativas a cada lado d 
las cuerdas de suspensión son las que se indican. 


i 

4 


Las barras son de misa 
despreciable. Si comparamos los 
pesos de los diferentes juguetes 
que cuelgan podemos asegurar 



que: 

a) w A > w c > W H > W n 

| b) Wp > H' | > ll' fl > w c 

c) W c > \V B > \V Á > Wp 

d) Wp > H', > W c > W a 
\ e ) W A > W D > W c > W 8 

l 
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Pl-> J 

.. ..„ t - commsic lie (los panes rígidas ¡dí„i¡ c , . 

l ’ n i ,i,iidás por u" P>™ tc ™ el P^to P .¿Si sc ^ 

del alicate con una fuerza f, cuál wri 
los ^ c j crc ida sobre el pi vote en I 1 ? 



a) lp * 

ti 

•v- 

b) Fp m 

b 

C) Fp • 

b 

b(-) 

i! 

(i 1 íp m 

F(~, 

ti + h 

el Fp - 

r b 
b[ -, 

ü + h 


pg_gj4. ¿Qué es mejor: estar arriba o estar abajo? 

pos alumnos A y B transportan un pesado baúl por una 
escalera, aplicando fuerzas verticales por debajo y en cada 
extremo. El baúl tiene una altura i y un largo 21 y su 
m asa está distribuida de forma tal que el centro de 
uravedad se encuentra en su centro geométrico, ¿Si el 
baúl forma un ángulo 0= 45° con la horizontal, cómo se 
comparan los pesos que soportan los dos alumnos? 

a) Fa = 3 Fb - b) Fg = Fa , c) F\ - 2f/j. 

d) Fb - 2F,\ e) F a = 4 Fb \ 

I 

I 

1 



• " * 1 #■ 

• * ■ ■. 
^ J it J * i t. t¿4 ■ *- *- ■ ■- 


.15. ¿Dónde queda tu centro de gravedad? 

Para determinar la ubicación de su centro de gravedad. Si las lect Ias __ bl ^ jjjj, 

u,líl alumna se acuesta sobre una tabla liviana con su • ' / ' * , n esa 

°"Po extendido horizontalmente. Los extremos de la ¡ longitud tóete 1 ^ m u*« 

1 la están apoyadas sobre dos básculas. Las básculas se !^ lLl0n ¡ que( j a su 





a) x c ¡ 


b) x 


c) .lfi¡ 

d) X(.jj 

e) x cí ¡ 


1,00 m 
\20m 
LlOm 
0.40 m 
0.85 m 


C *P.S- 


^Quitibrio del cuerno rígido * © D. FiQuerc 



























































PE-5.16 , Una intrépida escaladora de rappel \ 

Una escaladora de rappel que pesa 600 N desciende per 
una pared vertical y, para descansar, apoya pius sobre ^ 
una porción lisa de la pared. En la posición de equilibrio . 
mostrada ias fuerzas ejercidas por sus pies son _ 
perpendiculares a la cara de la pared y el ángulo entre la 
pared y la cuerda es 0 = 36,9 o - La tensión de la cuerda en 

esa posición es: ¡ 

| 

a) T- 600 N, b) T - 999 N, c)r=4S0N, 

l 

I 

d) T= 360 N c)T= 750 N I 




PE-5.17. Tres bloques colocados en escalera 


Tres bloques uniformes c idénticos, de ancho L son 
colocados en una superficie horizontal uno encima del 
otro, de forma tal que queden desplazados en la misma 
distancia d. ¿Cuál será la máxima distancia que pueden 
sobresalir sin que los bloques se volteen? 






PE-5.18. ¿ Dónde se podrá colocar eí jarrón ? 


Una tabla uniforme de masa M - 6 kg está colocada 
simétricamente sobre dos caballetes que están separados 
por una distancia l. - 1,0 m, de manera tal que sobresale ' 
a cada lado una distancia d = 0,5 m. Sobre la tabla se 


La tabla se volcará si el jarrón es 
colocado a una distancia 
horizontal x desde el extremo 
menor que: 


coloca un jarrón de masa m = 8 kg. 



a) 12,5 cm 

b) 15,0 cm 

c) 25,0 cm 

d) 30,0 cm 

e) 36,0 cm 
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pf 


4 


19, 


ip fuerzan 




——i/a otceps 




. s ir;i mi b™ z " ,nlmr,noen Posición de ángulo 


.,n, ; , n do una pelota. Ll antebrazo junto «m | a 

rt-eto. |cV .‘ eiMiilibrio bajo la acción de cuatro fuerzas; 


ni 


. ÍS '* "peso F B - n ’f!= 2( J N - cl Peso de h bola 

di P r ‘’ P __<¡ (| jsj. |a tensión //, del tendón del bíceps y h 
f, -. erc ida sobre el antebrazo por la parte superior 
í llCÍÍ:l " cn el codo. Supongamos que CG del antebrazo 
*1 d() ;l una distancia a - 15 cm de la articulación 

( jtá ublL ‘ ( . jjstancia de la bula al punto pivote es c = 
¿ti ct ”°’ .¡i ser á la fuerza del músculo bíceps si su punto 
l 4 cm. i. d ¡ st;i una distancia h - 5.0 cm del pivote? 

Je «P llcaCI 

I = 400 N b) Fb = 300 N c) F h = 200 N 


V 


I 


- 


fii 


d)ft =l50N e)ft = TON 


pE-5.20. Fuerza para levantarla carretilla 


Una carretilla y su contenido tienen una masa de 4u kg. 
En la posición mostrada su centro de gravedad CG esta a 
la distancia horizontal b = 50 cm del eje de la rueda y a 
una distancia horizontal a = 90 cm del punto donde es 
sostenida por el hombre. ¿Qué fuerza vertical se debe 
ejercer para mantener la carretilla en equilibrio? 


a) 600 N 


, b) 400 N, c) 360 N, d)280N, e) 140N 



J?.21 r El hilo del cartel está bajo tensión 




:artel rectangular de altura m - ant ^° lL 

m está sostenido de una pared mediante uin 
alación en una esquina inferior y un hilo c ¡ 
superior. Si la masa del cartel es unilornie > 


UJI . oí 1*1 Uti , J 

d de 160 N. el hilo está sometido a una tensión 


M0N. b)T= 180 N. c)r=l wlN - 


12o N t e) T= 60 N 
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PR-5.22, La gran fortaleza del tendón de Aqulles 


Hl tendón de Aquilcs es un.f banda fibrosa que sirve para 
transmitir fuerzas desde los rntLculos de la pantorrilla al 
hueso calcáneo, posibilitando la flexión del pie. caminar 
de puntillas y despegar el pie del suelo. La figura muestra 
la estructura anatómica de un pie cuando hace contacto 
con el suelo en un punto P, 




60 “ 1 



Jó? p 


t 




Modulo simp ! e 


A la derecha se n*nr, 

v * v ÍTCscni 

modelo mecánico simnU " Un 
situación, ¿Cuál sería 1 5 

la fuerza T que ejerce ^ dc 

músculos del tendón de ,0s 

cuando una persona de ¿TI? 

está parada de puntillas sohr * 
solo níc? SObrL ‘ ün 


al T 

b) T 

c) T 

d) T 

e) T 


l.i 

2.5 Mg 

5.6 Mg 
0,5 Mg 
0,1 Mg 
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GRAVITACION Y 

FUERZAS CENTRALES 


La gravitación es la responsable del peso de los cuerpos, es la que provoca mi caída cerca de I. 
Tierra, la que mantiene la Luna en su órbita en torno a la Tierra, > a lodos los planetas ligados al 
q 0 ] un fenómeno general (universal) que se manifiesta entre dos objetos malcríale' 

m m P | f* II \ J i «| ^ | i . 


nou u " *_ ^ ' ' 1 ~ — —.— -. objetos materiales 

cualesquiera. Esta idea genial formulada por New ton a los 23 años de edad, fue fundamentada en 
ciertas leyes empíricas que habían sido propuestas por Kepler para explicar los dalos 
astronómicos sistemáticos y precisos de Nicolás Copé mico y Tycho Brahe. La ley de gravitación 
de New ton establece que cada partícula del universo atrae a ti vías las demás con una fner/a que 
os proporcional al producto de las masas e inversamente proporcional a! cuadrado de la distancia 
que las separa. Estrictamente, esta ley tiene valiJez para masas puntuales, v para el casn de 
cuerpos extendidos se les puede considerar como una colección de partículas para calcular la 
fuerza total como la suma de las fuerzas debidas a todas las partículas, usando el cálculo integral 
que e! mismo Newton se vio en la necesidad de inventar. Para el caso de los cuerpos con 
distribución esférica de masa, encontraremos que la tuerza sería la misma que si las masas 
estuviesen concentradas en su centro. Una propiedad importante de la fuerza gravitaiona es que 
es una fuerza central, es decir, su línea de acción pasa por un punto lijo y no ejerce lnR l l ' L 
alrededor de este punto, como consecuencia, el momento angular se conserva. cr '* 
gravita.., ria es conservativa y se presta para una descripción en términos de energ,a' 
conservación de la energía y del momento angular nos permitirá mostrar que la 
Planeta o satélite moviéndose bajo la influencia de U fuerza de gravedad es. en general, una 

elipse con el centro de fuerzas situado en uno de los focos. 


En este capitulo Ud. encontrará aspectos relacionados con: 


Las tres leyes de Kepler 

La ley de gravitación universal de New, ton 

La gravedad cerca de la superficie terrestre 


Ei 



C 


Energías en el movimiento de los satélites 
Teoría de la gravitación de Ernsretn 
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PRINCIPIOS FUNDAMEN TA, 


FUERZAS CENTRALES 


Urui fuerza central es cualquier tipo Je tuerza (Je 
atracción o Je repulsión) cuya dirección siempre pasa a 
través Je un punto fijo. Son ejemplos de fuerzas centrales, 
la fuerza gravitaloria que ejerce el Sol sobre un planeta y 
la fuerza eléctrica entre Jos partículas cargadas. 

Como la dirección de la fuerza central siempre pasa por 
un punto O, entonces los vectores F y r permanecen 
paralelos, y el torque debido a esta fuerza, en relación a 
O, es cero: 

t ** r x F = t!L / di = 0 

Por lo tanto, cuando un cuerpo se mueve bajo la acción de 
una tuerza central, el momento angular en relación con el 
centro de la fuerza es una constante de! movimiento. 



Fuerza central 
r = 0 

L Je conserva 


* l 


LAS TRES LEYES DE KEPLER 

Con anterioridad a la formulación de la Ley de 
Gravitación Universal por parte de Isaac Newtqn. 
Johannes Kepler había enunciado tres leyes empíricas 
basándose en las observaciones astronómicas precisas que ' 
había compilado Tychu Brahe (1546-1601). Aunque estas 1 
leyes explicaban correctamente el movimiento de los i 
planetas alrededor del So!, para la época no se tenía ¡ 

ninguna tdea las razones de este comportamiento. ; 

■ 

1 " LEY DE KEPLER: LEY DE LAS ÓRBITAS j 

Todos los planetas se mueven en órbitas elípticas teniendo 

‘ . t S ° C .° mo uno üe los foc “ (La demostración de esta lev 
esta dada en el problema PR 6 - 21 ) ' * 

Recordemos que una órbita elíptica nuede t 

Jos parámetros: el semieje mayor a v h P ° f 

La distancia desde el centro de la J *■ 

es lQ La máxima distancia d fde ¡Hw7f* '° S 
es el apogeo: r,=- a t u.i • c ‘ool al planeta 

disttmeia del planeo, al Sol eselpérS: Jf, 1 
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Johannes Kepler (1571 -1630) 



Llipse de semieje mayor </ 
y excentricidad € 
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iJh 


un a 


bitíi circular se considera como el caso especial de 
"ibiia elíptica que no tiene excentricidad { f - jj¿ r :n 


»óf 


COSO los tíos locos coinciden en el centro de! círculo 


Urhiia circular, f - f| 



2 « lEY DE KEPLER: LEY DE LAS ÁREAS 

E l radio-vector que une al Sol con cualquier planeta barre 
/rt , is ¡míales en tiempos iguales. (Problema PR.-6.22> 

g^pún esta ley, el planeta en órbita se mueve más 
rápidamente cuando está cerca del Sol que cuando está 
lejos. La ley de las áreas es consecuencia de que la fuerza 
j c gravedad es una fuerza central y por | 0 tanto, se 
conserva el momento angular. 



Af Ax 

~ ** —“ - constante 
A: ÓJ 


Planeta 


3a ley DE KEPLER: LEY DE LOS PERÍODOS 


El cuadrado del periodo orbital T, de cualquier planeta 
alrededor del Sol es proporcional al cubo del semi eje 
mayor a de la órbita elíptica: 



Siendo M la masa del Sol. Esta relación es independiente 
de la masa del cuerpo que órbita. (Problema PR.-6.23). 


LA LEY DE GRAVITACIÓN UNIVERSAL 


Fue el genio de Isaac Newton el que vino a desentrañar el j 
significado de los descubrimientos empíricos resumidos 
en las tres leyes de Kepler. Para lograr esto, se vio en la 
necesidad primero de inventar nuevas herramientas , 
matemáticas, el cálculo diferencial e integral. Se le ' 
ocurrió a Newton que la fuerza que mantiene los planetas 
dando vueltas alrededor del Sol debía ser la misma que ¡ 
aquella que provoca que los cuerpos caigan 
aceleradamente en la Tierra. Esta fuerza, que llamarnos de ' 
gravedad, debe actuar entre cualesquiera dos partículas | 
del universo. 



1 . ! sir Isaac Newton (1643 *1727) 

La ley Je gravitación de Newton establece que, toa ^ 

cuerpo puntual de masa m¡ ejerce una fuerza atractiva 

sobre otro de masa m 2 , que es proporcional a las masas j 

de los dos cuerpos e inversamente proporcional a la 

distancia r que los separa. 1 __ 
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Donde G es la llamada constante de gravitación universal. 
En forma vectorial, la fuerza ejercida sobre P or m ¡ 


es: 


r-i 


21 


ni\m * - 
-(/ - T~~ n 2 




Donde el vector unitario r\i tiene su origen en la partícula j 
m¡ que ejerce la fuerza y el signo (-) indica que la tuerza 

es atractiva. La fuerza f \2 ejercida por no sobre 
tiene el mismo módulo y dirección que pero su ■ 
sentido es contrario, según la tercera ley de New ton. 

¡ 

La expresión anterior es aplicable a cuerpos cuyo tamaño 
sea pequeño frente a la distancia que los separa. Cuando 
tenemos objetos extensos, se procede a dividir estos en 
elementos infinitesimales de masa. Esta fue una de las I 
motivaciones que tuvo New ton para inventar el calculo ¡ 
diferencial e integral. ¡ 


PRINCIPIO DE SUPERPOSICIÓN 

| 

Las tuerzas grav ¡tutorías obedecen el principio de j 
superposición; esto es, la fuerza total sobre una partícula i 
es la suma de las fuerzas ejercidas por las demás ; 
partículas sobre esta actuando independientemente. 


FUERZA DE UN CASCARÓN ESFÉRICO 

Si una partícula de masa m se localiza fuera de un 
cascaron esférico unitorme de masa A/ y radio R, el 
cascaron atrae la partícula como si la masa del cascarón 
estuviera concentrada en su centro, (Problema PR-6.07), 


F = G 


, Mm 


rzR 


(. mistante de gravitación 
G = 6,67x10-11 N.m~/ko2 




Acción y reacción: 

1)2 ~ -f*2| 


n - f„ + r 2 , ♦ f 3¡ + ...=2 


F t 





m 



Lí^íln" ,0CaUZa ™ Cl “ «W cascarón, la 
lutrza sobre ella es cero, (Problema PR-6.07). 


F 


F- 0 


r<R 


0 
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füE RZA 


de una esfera sólida 


a partícula tic masa m se localiza fuera de 


c¡ uní 1 p u . , .. . ‘««cun esfera 

w iza uniforme de masa M y radio A\ la esfera atrae la 

picóla como si su masa estuviera concentrada en su 

Cmtro- Esto se deduce si consideramos la esfera como una 

colección de cascarones esféricos concéntricos. La fuerza 



w 


f 


m 


- t - 


i 


F = G 


Mm 


rz R 


s ¡ ja partícula se localiza dentro de la esfera sólida 
homogénea de masa Af, la tuerza sobre m sólo se debe a 
aquella porción de masa, Af contenida dentro de la esfera 
de radio r < /?. 



A f m „ Mm 
F = G —— = G—-r 


R 


3 


r < R 


Donde hemos sustituido la masa Af a partir de la relación 
de los volúmenes ( V'/V = Af'/ Af = r' /R ). Si la esfera 

i 

no fuera uniforme pero tuviese una densidad que fuera 
una función de r solamente (masa con simetría esférica), 
entonces se evalúa Af a partir de la integral de volumen. 


EL CAMPO GRAVITATORIO 


Para describir el hecho de que entre los cuerpos se ejerce 
una fuerza atractiva gru vi tutoría a distancia, se introduce ! 
la idea de que todo cuerpo modifica el espacio a su 
alrededor produciendo un campo gravitutono. De tal j 
manera que si colocamos una partícula testigo en un 
punto dado, ésta interacciona con el campo gravit atorio 
que allí existe debido a la presencia de otros cuerpos. Se 
define el campo gravitatorio g en un punto del espacio 

como la fuerza gravituloria por unidad de masa: 


J-F/m (N/kg) 


Donde F k C s la fuerza grav¡tutoría sobre la partícula 

| Cs tigo de masa m debida a todas los demás cuerpeas. Ec 
importante aclarar que, aunque g t‘ ene uni a 
aceleración (N/kg = tn/s 2 ), el campo gravita! 

Cü ncepto diferente al concepto de aceleración. 


itatono es un ■ 
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Curnpn xnivittttnrú*: 1-s fuerza 
grav i talón a por unidad de masa 
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Una vez conocida la intensidad de campo en un punto del 
espacio, se puede determinar la tuerza que se ejerce ¡ 

una partícula de masa m, es decir su peso, U - mg . 


r* 


LA ACELERACIÓN DE LA GRAVEDAD 


La fuerza ejercida por la Tierra sobre un cuerpo de masa 
m a cierta altura h « Rp sobre la superficie terrestre es: 


F - 


GMjtn GM r m GS fj- m 


(R r + hr R 


Si la única fuerza que actúa sobre un cuerpo es la 
gravitaloria, éste caerá libremente con una aceleración 
cuyo valor promedio es: 


F GM t (6.67xl0~ n )(5 .QBxíü 24 kg) 


m 


R¡ 


(6,37xKTm) 


9,80m/s 


ENERGÍA POTENCIAL GRAVITATORIA 


La tuerza de gravedad se caracteriza porque e! trabajo que 
realiza sólo depende de las posiciones inicial y final, y no 
de la trayectoria del recorrido. Es decir, es una fuerza 
conservativa y por lo tanto podemos definir una función 
escalar energía potencial U: 


V A - B 


f. 


r u - 


F g *dr 


U*-U A 


. f r ‘( Gv,n 

* r, r 2 


r) * dr - GMm 


C r B dr_ 
j r, r 


Resulta conveniente escoger el "cero de referencia" para 
la energía potencial, con el punto inicial A en el infinito, 
Asi, cuando una partícula de masa m es trasladada desde 
el infinito hasta una distancia r de otra partícula de masa 

M l - i 


C r dr GMm 

r _ GMm 


GMm 

U(r)-~ 

r 

? x r r 

x r 




Vemos que la energía potencial gravitaloria es cero en el 
infinito y se va haciendo cada ve 7 mn 
(disminuye) al dism inuir la separación r. * 
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Rt’Sit de un Cílc 


(en ncwtons 


rp ( t 


W 




Cerca de la superficie terrestre 


GM t 

ü = S “-^f-«9,80m/s 


R 


Energía potencial gravitato¡ 
entre dos panículas m y Al 


Tomando U = 0 en r » 
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TERCIA POTENCIAL CERCA DE LA TIERRA 


clic rpía potencial asociada a una panícula de masa m \ 
|a superficie terrestre y a una altura h por encima son, 

* * _jhrtijif 


'respectivamente-: 


U( Rr > 


GMt til 


R 


ii(P r ^h!- GV r m 

iR t +/ij 


c| carn bto en la energía potencial es: 

r i TTÍR i GM T m GMjm GM T mh 

V{ Rf + »)~ G f R r ' , p 777 + ñ — = ~—rr 


(Rj + h ) R r ( R r + h )R t 

Si la altura es despreciable frente al radio terrestre 
{/j « R r ), luego: R T + ha R T y se obtiene la expresión 

familiar de la variación de energía potencial con la altura. 

. GMt ni , 

Af/ --- —h = mgh 

Rr 


Variación de la energía potencial 
cerra de la superficie terrestre 


GM r m , 

MJ - :—h « mgh 

Rr 


VELOCIDAD DE ESCAPE 

Suponga que un proyectil de masa m es disparado desde 
la superficie terrestre. Mediante consideraciones 
energéticas, podemos encontrar el valor mínimo que debe 

tener su velocidad inicial, v e , para que pueda escapar dd 

* 

campo gruvitatorio teiTestre. Aplicando la censen ación 
de la energía mecánica total en el instante del lanzamiento 
cuando abandona la superficie terrestre y cuando alcanza 
una distancia infinita a la Tierra: 

E = U 0 + A’„ - I/, + A« 

Mrtti f ? /i ,/i 

E = U + K =-G“ir- + T ,m T “ 0 + 0 

H, 2 




M 


m 
// m 


// 



TIERRA 


Si de 


spejamos v ( ., encontramos: 


pGM, |2(6.ó7\ 10' ll H- s . t)S 
R r \ 6,37x10" 


9SxlO- 4 ) 


M l l,2km/s 


La velocidad de escape es la misma para todos 1 
(do cualquier masa m) y es independiente de a 
con la que el cuerpo abandona la superficie t [ 
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Velocidad de 
escape 


¡2 

i i 


2 GMt 
R r 


11.2km/s 


273 





































































ENERGÍAS EN EL MOVIMIENTO DE SATÉLITES 

Suponga un objeto que es lanzado con diferentes 
velocidades en forma horizontal desde la superficie 
terrestre. 

Si la velocidad del objeto es mayor que la velocidad do 
escape (r > r .), su energía total es positiva (F > Oh y el 

objeto se escapará de la Tierra siguiendo una hipérbola. 

Si la velocidad del objeto es igual a la velocidad de 
escape (v - v t >. su energía total es cero (F. = 0). el objeto 

se escapará de la Tierra describiendo una par ¿i hola. 

Si la velocidad del objeto es menor que la de escape 
(v < v r ), su energía total es negativa (E < Oh el objeto 

quedará ligado a la Tierra y su trayectoria será una elipse 
(o una circunferencia). Si su velocidad es muy pequeña 
í v << v ( ,), la órbita elíptica interseca la Tierra y el satélite 
chocará con su superficie. 



Trayectorias que seguiría una 
panícula lanzada horizontal mente por 

e 


encima de la superficie terrestre 


f 


TEORÍA DE LA GRAVITACIÓN DE EINSTEIN 

El atributo de una cuerpo que es responsable de su 
interacción gravitatoria con otros cuerpos, se denomina 
musa gravitatoria. Esta masa, m¡,. es la que medimos 

cuando comparamos los pesos de dos cuerpos por medio 
de una balanza. Por otro lado, el atribulo del cuerpo que 
cuan! i lien su resistencia a ser acelerado por cualquier 
fuerza, se denomina masa inercia!. Esta masa, m ¡, es la 
que se refiere la segunda ley de Ncwton. 

La equivalencia de los dos tipos tic masas no e.s obvia v 
hasta ahora no se ha delectado experimental mente 
ninguna diferencia numérica entre ellas. La igualdad i 
numérica entre las uiasa gravitatoria y la masa ¡nercial 
( wjjj - rn t ), llevó a Linstein a la conclusión de que no hay 

manera de que un observador pueda distinguir si está en 

un marco de referencia acelerado en ausencia de gravedad 

o si está en reposo en presencia de un campo gravitatorio 

uniforme. Este es el llamado principio Je equivalencia 

que constituye el fundamento de una teoría mas exacta de 

la gravitación conocida como teoría general de la ; 
relatividad. 


La teoría de Emstein se reduce a la teoría de Newton para 

cuerpos que se mueven con velocidades pequeñas en 
comparación con la de la luz (v « c) v cuando , as 

energías potenciales gravitacionales sean pequeñas 
GMmfr«mc 4 '. 


Masa gravitatoria tn^ 

= ™gS 


F = G 


T 

r 


Masa inercial 
F = m¡a 



Albert Einstein (1879-1955) 


274 


® D. Figueroa - Cap.6: Gravitación y Fuerzas Centrales 



g Oí. Gravedad nula entre la Tierra y la Luna 


un puní» entre la Tierra y la l una donde he- 

25 d 0 * ambl,s ***** una nave cspacial -« equilibran , V"*** ■» rancia « 

r,rra ’ i „! * * úcn 

Tie rra ( |UC punto íi lo | lr „, v J, ... „ 



( l u6 rana, a lo largo Je | u | ínM 

que conecta I» Ttcrra y la Lttna.l* 

O trz..i gravitacional sobre un 
cbjeto es igual a cero.? 

A k 


Solución: Sea d la distancia Tierra-Luna y x la distancia 
jTóbjeto a la Tierra. La fuerza gravitacional sobre un 
objeto de masa m es: 

F Cn¡{ - ^r/=0 

¿ f x 2 (d-x) 2 


Mt 


A/i 


í d - .t) 


, ? A/» i 

d-xy = —kv" 

Mr 


d- 


fW 

X =“ ±_| - X 

V A h 


La solución física piara x comprendida entre 0 y d es; 


= 0,90 d 


/ + 


p7 b,35x 10 2: kg 
\M r 15,98x10 24 kg 


La posición del objeto está a 9/10 de la distancia a l J Luna 
> es independiente de la masa m del objeto. 


^Bl6T)2., Fuerza entre una partícula y una barra 


Bespvssls: 

I 


m 


'v-ula de masa m está a una cierta distancia e ur j“| j 
gada de longitud L y masa uniforme, M- ^ , JF 

* de atracción gravitacional ejercida si O 

. b i i n * 

- s i esta se encuentra: . r* 11 

: J e de la barra y a tina distancia a de un e 
¡ __ . .* _ __.¡r» h de la barra. . 



I 


__ 
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So!uc[ón: ;o En la barra escogemos un segmento 
inlmitesimal de longitud d\ v masa dM. Como la masa es 
uniiurme, <M//Af =■ </r-7». laceo el elemento de masa es: 


d.M-(M/L W.v 


Las tuerzas sobre m debida a todos los elementos dM son 

atrae ti\as y apuntan hacia la derecha, por lo tanto, la 
luerza total es: 


/ 




t L 


ti — ~d.\ I = ,v 


GmM r ,4/ dx 

I— V li ,\ 


4/ 


. GmM I j' ,ü . GmA/ / / 

'" = A— 7—f — 1 -x——( - 

L V |, i t ¡ t/ + 


L 


? GwiA/ . 

r* --jf 


o + L) 


Observe que si los cuerpos están separados por una 
estancia muy grande (o >> L ), esta expresión tiende al 

valor l a —• GmM , . es decir, los cuerpos se comportan 

como si fueran dos partículas. : 


V l ~ LI * uerza ( L*bida a un elemento: dM = {MlLjdx 


.1-UU, Líl IUCT/.U 

la suma de las componentes en la dirección v: 

V 


,/í,- /r ,i ' i GmdM b 

til y = di- cosO{ — v) ---- 1 _v j 

r~ r 


f Jf \ =GmMyJ 


r, , . GmMb 

b h = {-y) -- 


X 


U2 


v 



V 


. 


\dF 



h 

t) ^ 

i 

L 


1 

1 

-4 -- 


r '\dM 

1 

h 

0 

1 

— 

X 

-J. 3 

k 


-V 


r~ 


-tu 


b~JJr~+~x~ \ 

f ¿ 


t 


dx 


X 


Ib' + v" : = + , 


2GmM 

ld4b- + 1 


Obser\c que si la separación de los cuernos 

V Vwk eXpreSlón de la ^erza tiende a 
F (jinU/b , es decir, los cuerpos se mm™ 
si fuesen dos panículas. P lom P or,an «mo 






b) h = 


(4 a + L) 

2G//jAZ 


.r 
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p^-6.03. enfre partícula y barra semicircular 

uniforme de masa Ai está doblada en forma de 
,Jin circunferencia de radio K. Calcule la , mn quc „ 

. rre sobre una partícula de masa m ubicada f*n ,i 
Cp rtc , , i wij «caua en el centro 

j. curvatura de la barra. 


V i 


Si 



vX 


H 


A \ 

r w 

V 


-m 

/ \\ 


m 




\\ 


J 


SqLucIÓW Dividimos la barra en segmentos de loneitod 
jg ar co, ds= RdO, cuya masa elemental es: 


dM 

M xR 


,., M v/ 

dM.—fm/.—clB 

.iR .T 


en 


Este elemento ejerce una fuerza dF sobre m que queda... 
|a dirección radial. La componente horizontal, dF x , al 

sumarla con la del elemento simétrico. resulta cero. La 
componente vertical dF y es: 

ir- ir- n GmdM GmM 
dF y ~ dFcostí = — —— cos6 ■— -r^coiíddO 


R 


xR‘ 


Integrando por todo el arco, obtenemos la fuerza total: 


; 


Jr , GmM 

¿ir„ »- 7 - I cosddd --^jen 

* J ~.il2 


GmM 


jtR 






_ GmM , 2Gwl\í 

F v “—rr/í/ J-Hí/ 


n/\* 





flespuesfa; 



PR-6.04 . 4/racc/ón gzav/fafor/a eníre dos Parras 

1 

Dos barras delgadas uniformes de longitud i y masa M se Demuestre que la tuerza ül 
encuentran a lo largo de la misma línea recta y tienen sus j atracción gravitaeional mutua 

extremos próximos separados por una distancia ti. i entre estas arras teñe 


macnitud: 


1 h~ 


t 



M 



SQllLClé?H Calculemos primero la intensidad del campo 
gravitaeional que produce la barra de la izquier a 
distancia x desde su centro. Un elemento in 
masa de la barra izquierda, dM m , crt - 

cuya magnitud es: _ 




. *_ - n Pintiproa 


GM 2 , r (d*L) 2 x 

F -¡r lnl ^T^' 































































































<h? 


GdM GSUduilA 


v - fA* 


La intensidad del campo lt:i\ nacional total productJo por 
la barra tic la izquierda a una distancia .t de mi cent ¡o es. 


gí v) = 


W /: 


r 1 2 (¡Mi cst r* L: - 
J -U2 L(x - ¡t)~ !■ J *1 í v - uF 


- l ¡: 


it v 


) CM r-“- v*> GSi ‘T 

L J xíLíi :* L 


GM 

fi(.v) =-( 


L x-Li 2 v + Li 


n 


/ti Jv GM I 

al - JA 1v( a )»(A 1 —) —— t 


1 


L l x-Lll x + L/2 


La Juerza total de atracción ejercida sobre la barra es: 


F 


G 


;.\i- r*+2U2 
~pr~ I (- 

F- Jd+L/2 X 


d.x 


Jv 


L/2 x+L/2 


) 


f “—yy|ln(.v- L!2) -ln (x + L 


</+.U/2 
J+U 2 


r „ (I + L d+^L GM~ 

I -— ¡Ini ——J- ¡ni ■ * iJlX1 


I- 


d 


d + L 


. . . ( j + Lr 

w^lnf-7 — — J 


L ¿ d(d + 2L) 


Atracción de una nebulosa anular 



b-(-4+J)-*j* 


La fucr/a de atracción gravitacional sobre un elemento de 
masa JA/ - A/(Jn II.) de la barra de la derecha es: 



Respuesta: 


GM 2 



L 2 lnf J(J + 2/ J )* 









lenas galaxias llenen caraduras en forma Je anillo 

Suponga una masa M distribuida uniformemente en un 

anillo delgado de radio <r. Una partícula de masa m se 

encuentra a una distancia : desde el centro del anillo en e 
eje de simetría. 

f " :il “ h fucrza S rav ¡tacional sobre la panícula» 

) Suponga que la partícula cae desde M 

~~ *..««, *, :r„i r: •?. 

11 i”- 1 »I»»"'. Memo*, „jC 
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Ü 

V 


M 




,a„ : n) Caita elemento de masa dU de! anillo 
dolVf || K -r/a elemental: 

íjcF' 1 ' 

jntlM ,, uulM 

til - (t - — ~ --T 

r* u~ 4 :* 

dos elementos de masa opuestos a cada 
5i cl, 'Jj millo, por simetría las componentes de la fuerza 
^Ivrción perpendicular al eje c, se cancelan por pares. 
£i' sólo nos interesa la componente z: 


GindM n GmdM ; 

jF.=—r~ cos0= —r~- 


GtndM, 


2 Jt 


((F + r i 


T idas las partículas de masa JA7 del anillo están a ieual 
Rancia del punto P. Integrando por todo el anillo 
encontramos la fuerza total: , 

J GtndMz Gmz C GmSfz 

- -á ” í / ■» ~ 7 7 . i/} I “ 1 i j ■ i 

f o~ + z~~ fw“+c‘J J íít +/ * 1 

La fuerza resultante sobre la partícula m queda a largo del • 
eje del anillo y dirigida hacia el centro de éste. 

b) Aplicando la conservación de la energía mecánica 
entro las posiciones inicial (punto P) y final (punto 0): ( 
fj + f¡, = U C ) + K 0 Cada elemento de masa del anillo 

está equidistante de la partícula, por lo tanto: 

GmM GmM I - i 

+ 0 = --+ —me* 




ti 


V =* 


l 

(l 



4 

M 


Respuesta; 


Simplificando, se obtiene la velocidad de la partícula ¡ a ) /: 
cuando pasa por el centro del ani 


GmMz 


(ir + ;*} 


V 2 


7Í-:1 


b) v = Í20W/Í- 


x/(i ; + ;■ 


i i 


yjtr + 


PR-6.06 - Fuer2ü de un disco sobre una masa puntual . 

Considere un disco circular delgado de radio R y masa i 
uniforme, M. 

a) Determine la fuerza gravitacional que este disco ejerce ¡ 
sobre una partícula material de masa m colocada sobre el . 

eje y a una distancia ; de su centro. i 

h ) ¿El resultado hallado en (a) se reduce al valor esperado j 



r>— 


. rr: n Fia ue roa 
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Solución: Si dividimos el disco en 


anillos concéntricos 

delgados, un anillo de radio r y espesor ¿Ir Mcn< - ur 
elemenial: 

dM~odA »tr(2,trdr) 


M 

Siendo la densidad superficial de nusa. A//<t 
U sando el resultado del problema anterior, la 
ejercida sobre la partícula m por este anillo delgado esta 
dirigida hacia el centro del anillo y tiene un v olor. 


(¡F- 


GnuiMz Gm(o2xrJr)z 


> 1 ?. ? 

ir* +;*r * 


' , i J - 

(r' +z y 


Integrando esta expresión encontrarnos la ¡ucr/a total. 

/ _ rtfr 

(¡F. “ G/?jct2:c | í í )i ■> 

Jdír*+;‘j 



F. - Gí7?a2.Trí - 


I 


J777 


Tí 


G/aa’rrrí- - 


I 


JF7? 


Reemplazando el valor de a - A 1 IjtR‘ t tenemos: 


- 2GMm 

F - 7 -0- 

R‘ 


JF7? 


)(-z) 


b) Para grandes distancias ; >> R, el segundo término del 
paréntesis se puede aproximar medíanle el desarrollo 
binomia!; 

z r, .,R,2*-l/2 . 1 .R l 

Hn este límite el anillo se comportaría como una masa 
puntual: 


- 2GMm 
aj F -— (/ 

R 2 


Jr 


fíeappggffl; 


)(-i) 


b) Para R « 


2 +z 2 
. Mm 




(-i) 


P R-6.07 . Partícula exterior a un cascarón esférico 

Sea un cascarón esférico de masa uniforme M y radio R, y 
una partícula de masa m que está afuera del cascarón. 

a) Halle la energía potencial del sistema. 

b) Halle la fuerza entre el cascarón y la partícula 

c) ¿Se puede aplicar el resultado a cualquier esfera’ 


M 
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/ F(r) 


Cascarón 

esférico 
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¡ación'- a) si dividamos el cascarón en anillos 
' fiicénti'icd»* masa elemental tiM está dada por: 

( IM íIA (2jtR$cnü)Rd9 \ 

—- - — - —y -- - sen (ktO 

M A 4 nR ¿ 2 


Yodos los puntos del anillo equidistan de la partícula, y la 
. lK P'ía potencial asociada al anillo y la partícula m es: i 


dü 


GmdM GtnMsen OcIO 


s 


2s 


Considerando el triángulo rectángulo sombreado, se tiene: 

5 2 =. (r- Rcosd) 2 + (Rsen6) 2 - r" -2rRcosO+ R ‘ 

Tomando diferenciales en ambos miembros de esta 
ecuación: 

2 seis - 2rRsenQdQ 

Sustituimos ahora senddO en la expresión anterior para la 
energía potencial: 


dü 


GmM sds GmAl 


2s rR 


2rR 


ds 


Integrando entre los límites desde s - r - R (6 - 0 ) hasta 


5 — r + 


R (0 = Jt), obtenemos la energía potencial total: 


.. GmM r: R GmM . D1 D1 ,_ 

U -I ds —■ [(r + R)-(r-K)f -— 

2rR J r-R 2rR r 


b) La fuerza sobre la partícula es la derivada de la energía 
potencial: 


dü 
r dr 


d GmM GmM 

d’r r r 2 


ir>R) 


Podemos generalizar el resultado a un cascarón 
férico "grueso" o a una "esfera sólida" considerándolos 
imo si estuviesen constituidas por una serie de capas 
féricas concéntricas. Si cada una de estas capas tiene 
nsidad uniforme, aunque fuesen distintas, podemos 
>|¡car el resultado obtenido para Uirl y F(r). Po f 0 
nto, el efecto grav Racional de una distribución esférica 
* materia sobre una partícula exterior, es como si lo a 
masa estuviera concentrada en su centro. 


ttt 




O 


a) U(r) 


bj Ffr)-- 


GmM 
r 


r 2 


BssmiéJÍMi 


rz R) 


(rt R) 


Cualquier distribución esférica 
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PR-6.0Q, Fuerza nula dentro de un cascarón esférico 


Sea una partícula situada dentro de un *-> ! t,ul . 

de masa uniforme. Considere un cono do ^ 

puntas en el punto I’, que intercepte las áreas a ¡ 

del cascarón. . 

a) Demuestre «pie la lucr/a resultante sobre una partí 
en 1 * por los elementos de masa interceptados es cero. 

b) Demuestre luego que la fuer/a cravitacion.il ri ultante 
de todo e! cascarón sobre una partícula interna es cero. 


Solución: Recordemos que un i 

como la ra/ón del arca subtendida en la superlieie de una 

estera y el radio r de la misma: 


Angulo sólido: Í2 = Area subtendida/ r 


La superficie curva subtendida en la esfera puede tener 
cualquier forma. Si se abarca todo el espacio el ángulo 

i ' 

sólido total es: Q -iLrr* / r' « d.i steradianes. 


Si trazamos una línea r t y r 2 , esta interseca la esfera en 
dos punios formando el mismo ángulo <pcon la normal a 
la superficie esférica. Por lo tanto, las áreas ilA¡ y dA 2 
están relacionadas con sus proyecciones dA ]n y 
d\ 2¡i sobre los planos normales a r¡ y r-., respectivamente: 


dí2 


dAf„ (JAfCasty 


t= 


í¿\>„ dAj eos <p 


i 

rí 


ri 


T. * — — j 

ambos amos, las masas de los dos elementos son: 


. . orfdQ 

(Inii = ihÍA¡ - - din, - oüA-> ~ 

cosip ‘ ¿ 


orhlQ 


Las fuerzas que ejercen estos dos elementos de masa 
sobre la partícula de prueba de masa m colocada en P son 
de sentidos opuestos y la razón de sus módulos es: 

mdm ¡ 


dF 


— L - r, ~ „ J rüj 1 r; n r? 

dF, r mdm 3 ¿¡ n \2 m > ■ / 

‘ ^- 2 2 ^ *? r ¡ 


dre'! mT" d CaSCarÓ " emero e " P™ similares de 
rus tomando conos en todas direcciones alrededor de P 

fueR “ se « pares y la resultante es Zo 





Bespuesii 


ja) dF¡ =-dF 2 

jb) En el interior de un cascan 
uniforme, la fuerza sobre ut 

4 
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¡partícula es nula. 
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P3 


5,09. Esfera sólida dentro do un cascarón esférico 


pln;i esfera sólida de masa n¡¡ y radio R¡ se encuentra 
|cMiri1 de un cascarón esférico concéntrico de masa m : y i 
rjjio Kj- Calcule la fuerza gra vi tac i onal ejercida por este 
. lctna sobre una partícula de masa m ubicada en los tres ' 
* unios indicados, donde r se mide desde el centro de las j 


P 

esferas. 


a) r " u, 


b) r - b. 


C)r-c, 


SolucióJU a) De acuerdo al resultado del problema 
anterior, la fuerza gravitaciona! a una distancia r del 
centro de una esfera uniforme está determinada solamente 
por la masa que queda dentro de una esfera imaginaria de 
radio r. Si la esfera maciza tiene radio R . masa Sí y su 
densidad volumétrica p es uniforme, la razón de la masa 

es: 


m r 


p( 4 jw f /3} r 
fX4irR J i óf R* 


m. M —7 
r R 3 


La fuerza sobre una partícula m a una distancia radial r - 
a se debe sólo a la masa comprendida en la región interna 
de radio o y es como si fuera debida a una masa puntual 


m i; colocada en su centro: 


a 


m„m Gm a Gm¡ma 

G-V-— 

a a A/ A; 


b) Si la partícula está a una distancia radial b comprendida , 
entre R¡ y R 2 , el cascarón externo no tiene ningún efecto 

y la fuerza sobre m es debida enteramente a la esfera 


maciza de masa m ¡: 


Fu »CÍ 


m¡tn 


c) Si la partícula está a una distancia radial, c > R >* I a 
luerz.a sobre m será la suma de las tuerzas ejercidas por la 
esfera maciza de masa m¡ y el cascarón de masa m 2 : 


F c - G 


, (m 1 4 - tiij )m 


c 
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PR-6,10 . Campo gravnatorío de una esfera con cavidad 

Una esfera sólida de masa M y radia R 2 tiene una cavidad ^ 
concéntrica de radio R¡. Calcule la intensidad dJ campo 
grnvitatorio, es decir la fuerza por unidad de masa, en 
función de la distancia radial r desde el centro uc la 
esfera, y haga una gráfica de itjfr) en el intercalo. 

ílsrs*. 



Solu ción: Una partícula de prueba m { ¡ colocada en la 
región r < Rf. mi experimenta fuerza alguna: 


F(r) , 

K(r) --- 0 


r<R 


m 


n 


Para la región: R¡ < r < /??, la fuerza sobre la partícula de 
prueba m,- t es debida a la masa dentro de una esfera 
imaginaria de radio r; 


r it m r Gm 0 4 t 3 j, 

/■ -0-4-r-p-.Tfr -R f ) 

r* r‘ 3 


F 


Gm 


o 


M 


r ín(R¡-R }> 3 


4 3 n-L Gm 0 M ,r 3 -R 3 ¡ 

-,Tfr -R¡ ¿—f—- L 


Rt - 


Rf 


) 


La fuerza por unidad de masa es: 

1 F(r\ GM r - R¡ 

H (r) - —<— R f (R/< r< R¡) 


0 


Se observa que esta expresión de g(r) toma los valores 
la frontera: 


en 


Sfr-R,)-0 y rfr-JM.- 


GM 




Para la región exterior: r>R h l a esfera se comporta como 
M fuera una masa puntual M colocada en su centro: 


g(r) 


F(r) GM. 


m 


o 
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Respuesta: 



Quero a Cap.S: Gravitación y Fuerzas Centrales 


\ 


pp-G-U - Fuerz * d ° CSfera C ° n densldad no uniforme 


tina esfera 


maciza tic radio R tiene una masa M 


listr ¡buida tic manera no uniforme que varia con la 


distancia r al centro: 

f(r)-Ar 

n = () 


r <R 


r>R 


a) Halle la constante A. 


a ) Halis id tunriwiULw 

b) Determine la fuerza sobre una partícula de masa ni 
-olocada afuera de la esfera Cr > R). 

a _ I A- m * «Él 1 JFV C ’ jrm ái ■ jrt. 


colocaos diuL.o--- 

c} Determine la fuerza sobre una panícula de masa m ! 
colocada en el interior de la esfera (r < R). 





Solución: a) Consideremos un cascarón esférico de 
radio r y espesor dr. La masa de este cascarón elemental 
es: 

dM = fklV = p( r)4jrr*dr 


p( r) = Ar 


La masa total de la esfera completa es: 


M 


fpdV =f 

Jo J i 


F 


(Ar)4jzr^dr = 4jiA 
o J o 


f 

J r; 


r' dr =x\R 4 


Á = 


M 


jiK 


b) Para un punto afuera de la esfera (r > R ), esta actúa j 
como si toda su masa estuviese en su centro. La fuerza 
sobre la partícula m es: 



GtnM * 
F( r) -7— r 


c) Para un punto dentro de la esfera f r < R)> cada concha 
en su interior de masa d\t contribuye a la fuerza neta 
sobre la partícula m: 


I* C’ GmdM Gm C,., 


Respuesta. 


F(r) 


Gm 


f 


fldV 


Gm 


X 


Ar( 4tci~ dr) 


M 

nR 


o 


. 4:iAGm f' .í . 

Hr)~ - 7 — 1 r í/r 

r* Jo 


4x\Gm r 



b )r>R: F(r) 


c) r < R. F\ r) m — 


r 
GMrnr 
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P R-6J2. Tiempo de viole dentro de un esseorón 


un cascaron 



I sistema en 


Sn esférico éc masa M y raJio R que tiene 
un pequeño agujero, enfrente riel cual esta una p.uiM' 3 
de masa m a una distanci.i radial r. 
a) Haga una grállca de la energía 
función de la distancia r en el intervalo: 0 s r * x • 
h) Si se suelta una partícula en reposo desde la posición r 
- 2R , ¿cuánto tiempo tardará en viajar desde el agujero 
hasta el punto A diametralmcnic opuesto? 


U 




Agujero 


Cascarón 

esférico 


Solución: aj La íuer/a gravitacinnal es conservativa > 
podemos definir la función energía potencial Lfr). 
mediante la expresión: 

.~r 

fc/ j j 


Vb- 


F • dr 


Conviene escoger el nivel cero de energía potencial 
cuando los cuerpos están a separación infinita, U( 


U(r)-0 


r'GMtn. 

-J.-p~ r 


*dr - -GMm 


f'4 

J x r* 


i 


fX, 


U{r)-~ G 


h 1m 


(región rz R) 


M 



m 


Liu la frontera: r = R se tiene, U( R) - -GMtn / R y como í 

mr 

F = 0 dentro de la esfera, entonces: 


U(r)~U(R) 


n--f' 

J H 


F * dr «• 0 


GMm 

R 


constante (Región: r<R) 


b) Cuando la partícula llega al agujero, su velocidad se 

determina aplicando la conservación de la enereía 
A+í/, 

* í m 4 p 


n t (;Sfrn \ ! - «i.*». 

() + ( --—) - —niv +f-) 

2R 2 R 


v 


[GM 

1 R 


Dentro de la esfera la energía potencial no varía y la 
partícula recorre la distancia 2R a velocidad constante: 


r 


2-JE 

V V GAí 


286 



Energía potencial i >ra\itacional 
.¡el sistema cascarón-partícula 


Respuesta: 
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6.13. Propuesto de túnel porp Ir insito *uper. ri p tío 

,, prop••«*« cw,var un , lünel rMo que atraviese |, 
.« " 'h, largo de umi cuerda que conecte dos cm<l h . : 
Ticr ri '¡ i ;,, s pU,,amiento de un tren que no 

cCÍ ,nismo de propulsión. ¡ 

lli^r 111 ' * ... -. |m ’ r ‘-- r -- 1 - ' 1 


, -.. UM lu “ no requiere de : 

uif ' 1 L Ilic e¡inisim* de propulsión. 

^¿iga ‘l lic la Ticrra f,,cra !' nn ’° gí " e:l * ¡inorando la 

«' ■ demuestre que si se deja caer un objeto por el 

fr |CL j sU movimiento sería del tipo armónico simple. ! 
"¡"j'jllc el tiempo de duración del viaje entre las dos i 
b) .‘i-s y demuestre que este no depende de la longitud 
jq túnel ni de la masa del objeto. 

CnlUCiÓnt Cuando el objeto está a distancia r del centro 
^Pfíerra, la capa esférica exterior no tiene ningún 
^ V la ,uerza S rav ¡ tacional sobre m se debe 
únicamente a la masa M’ contenida dentro ile la esfera 
interna de radio r : 



3 


V ' 4m 3 i 3 l# r 

M' = (-)M = - —m - t-zW 

V 4jiR 3 / 3 R* 


La fuerza ejercida sobre el objeto actúa hacia el ce 
la tierra: 


centro de 


F =- 


GmM' 


* GtnMr 
r = - 


R 


3 


La componente x de esta fuerza es: 


Fx — 


GmA/r 


R 


■eos 0 = 


Aplicando la 2‘‘ ley de New 


GmM 

R 3 



GmM d~ x 

- :—x ~ m——— 

ní dr 


R 


Esta ecuación diferencial es característica del movimiento 
armónico simple: d~x / dC + u>*.v » 0, donde la cantidad 
w es la velocidad angular: 


ton: F x = ma x , tenemos: 


d 2 x GM ñ 
dr R 3 


u) 


GM 


Respuestt 


b) El 


/ V A 

tiempo de viaje sería la mitad del periodo. 


j r~j.Es^un movimiento armónia 

¡simple de período: 


2 



i ¡ 


(6.37x10^)’ 


T . 2tFí7gM 


(6,67xIO'")(5,9S’s |0 ' 4) 


líb) r = 42.1 minutos. N° Je P" nd " 
42.1 min jj de. largo de! túne, m de b 


i 


¡masa. 
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PR -6.14 . Fuerza de esfera con un 


3 cavidad excéntrica 


i í i nrirtlCa 1111*1 

En una esfera sólida de radio R y masa - P 
cavidad esférica de radio ic2. cxcenirk amente * _ ' 

muestra en ia figura. ¿Con que fuer/a jir..trá la 

- • I ... ni ir* esté situada 

ahuecada a una csferita de masa tu. q u 

afuera y a una distancia d de su centro? 



k— R^\ 


ti 


$O[vcl0n_; Si la esfera estuviese completa ejercería sobre 
tn una fuerza atractiva F¡ cuyo módulo es: 


F, 


GmM 

d 2 


Como una parle de esta f ucr/a es debida a la porción de 
materia que hemos añadido, a esta fuerza habría que 
sustraer la fucr/a que ejercería una esfera con igual 
densidad de masa y del mismo radio Ri2 de la cavidad. La 
masa de esta esfera pequeña sería: 




4.ir i 3 .. (R/2) 


¡ 


f 


)M 


. M--M 

i 8 


V 4xR'!3 R 
En fuerza atractiva sobre m tendría un módulo: 


/; 


Gm( M / 8) 
(d-R!2F 



l’or lo tanto, la fuerza de la esfera hueca original sobre m 
es: 

„ „ GmM GmM 

i ™ r i - - -:—- 


d‘ 8(d-R/2) 


F 


GmM 


d 2 


I 


m~R/2d)- 


} 


Bsspmssís: 



Pñ-6.15. Campo gravita dona! uniforme 


en la cavidad 


Considere una esfera sólida de radio R que posee una 
densidad de masa uniforme p m excepto por el hecho que 

tiene una cavidad esférica de radio r = R/2, centrada en .v 

= W2 ‘ Demuestre q ue eI cam po gravitatorio dentro de la 
cavidad es uniforme, y calcule su módulo y dirección. 


CAVIDAD 
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, , e m Procedemos a rellenar la cavidad con . 

&& En un . r 10 í 1 ?**» por eíradí 
ií 1 " 1 ' ■ _ el campo gravilacional ¡j, debido a la Csfe , 

es el producido por una esfera ¡macinam ,i. ! 
filial 1 - 1,1 i. rv “triaría de 

o 1 ' 1 * .. c nirítua cu U. 

-.dio r ¡ * 


(¡Mi G ( ) < 4 




n 




n 


7 G P(-r¡) 


, Ttra parte, el campo que produciría la esfera que 
la cavidad en el mismo punto V a distancia radia! 
futrada en O’, es: 


GM 


Gp 4 


4 .t 


- r 2 ) " 2^3 m 2 jf-r : j = -— Cpf-m ) 

8- fi r 2 J j 

a ca icular el campo resultante en el punto P, hay que 
sustraer de £/ el campo g-» producido por la porción de 
masa que hemos agregado. Este procedimiento es 
uivalente a haber sustituido la cavidad (masa cero) por 
jos esferas de igual densidad de masa (una positiva y otra 

negativa: 


g = Si ~8¡ 


4jt rn/ - - , 4* R - 

—Gp( r, - r,) > -—Gp-x 


2 .T 


8 


GpRx 


Vemos que, el campo gravitatorio dentro de la cavidad es 
uniforme y apunta en la dirección de las x negativas. 


EBA16. Navegando por el ecuador con una báscula 

I 

Un objeto suspendido de una báscula de resorte es 
transportado en un buque que navega en la linea 
ecuatorial con una velocidad v. Halle la expresión para la ¡ 
lectura aproximada de la báscula en términos de la , 
velocidad angular de la Tierra, tu y la lectura H ( ) cuando | 
£ l buque está en reposo. 



8 * K¡ - 



v 



Campo dí’/irrf 
de ia cavidad 


Respuesta: 



, i 

IV-W 0 (/±- ) 

8 



ifli' El objeto se desplaza en el ecuador en un ¡ 
círculo, bajo la acción de la fuerza de gravedad m,g y la ! 
fucrza elástica del resorte de la báscula, cuyo módulo es 1 
^ ~ kx, lista última representa justamente la lectura que 
rc gistra la báscula. Aplicando la 2 U de Newton al objet 
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} f = m\ i*- Ex ^ 


Siendo /? el radio de la i ierra y V la velocidad del buque 
relativa a! centro de la tierra, la cual está compuesta por 
la velocidad lineal de rotación de la tierra u¡R y la 
velocidad del buque con relación a la tierra ±v. 

V » (t)R * v 

El signo (+) o (-) depende de si el buque viaja en el 
mismo sentido o en sentido contrario a la rotación de la 
Tierra. La expresión para la lectura de la báscula es: 

\\ - (ex - mg - nnií R + 2mm - rn — 

R 

Tomando en cuenta que la velocidad del barco es mucho 
menor que la debida a la rotación de la Tierra (v << toR), 
podemos despreciar el último termino: 

IV - f/rnj - mtu* R) + 2nwiv 

El termino entre paréntesis (mg - miu~ R) es justamente 
la lectura de la báscula \V ( ,, cuando el buque está en 
reposo (v - 0). por lo tanto: 



A \y 


W - \V 0 +2nnm'=\V n f/T 


2 man’ 


a 


\V 


) 


0 


V 


mg 


Tomando en cuenta que (g » uj~R } podemos aproximar: 


2maj\ 


2 man 


ÜJV 


Wo mg-ma)*R g 


( 1 + 


ío 2 R 

g 


+ ...) 


2wv 


a* 


i’ 


Queda demostrado que la lectura aproximada de la 
báscula es: 

W -W 0 (1T—) 

8 


Respuesta; 


W*W 0 (I + — I 

g 

(+) El buque viaja hacia el Oeste 
(-) El buque viaja hacia d Este 


Dos esferas que se atraen y chocan 

Dos esferas de masas m, y m 2 . estón inicialmente en 
reposo cuando están apartados por una distancia infinita. 
Debido a la atracción gravitacional se van acercando. 

a) ¿Cuál será la velocidad relativa entre las esferas en el 
instante en que la separación de sus centros sea J? 

b) Si las esferas tienen masas Ai y 2M y radios R y 2R 
¿cuál es la velocidad relativa en el instante de chocar? 
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rjpfuclófl' Corno la fuer/a externa al sistema es cero, se 
conserva la cantidad de movimiento lineal f p, » p. ): 


(j * trtfVi + (-m 2 v 2 > 


ni a- 


¡y, - m 2 v 2 


( 1 ) 


„mim 2 J 2 l i 
0 + 0 = -G —-— + ( -m ¡v¡ +—m 2 v¡) 


Despejando v 2 de la expresión (1) y sustituyéndola en la 
( 2 ), tenemos: 


„ m jm 2 ¡ 2 I ,miv, j 

d 2 1 2 * m 


*)' 


1 

Cuando las esferas están a la separación inicial infinita 
SL1S energías cinética y potencial son ambos nulas. 
Cuando están a una distancia d, entre sus centros, por 
conservación de la energía mecánica, U) + R. m {j f + K,: 1 



K 


(2) ! 


m 


d 




Despejando, encontramos la velocidades: 


v¡ = m 2 


i 2G m,Vf I 2G 

yd(m¡+m->) ~ mi + 


La velocidad relativa de acercamiento es: 


v r =v¡-(-v 2 ) = v l + v 




2G{ m f + m-i 1 


b) En el instante del choque la distancia entre sus centros 
es: d~R¡+ R 2 » 3R , y por lo tanto la velocidad relativa 

es: 


v 


1 2G\t 

r ’\ R 


Respuesta: 


\ i» 33 -1 

\2G(m¡ +m»J • 

! * r ^ 

d 

¡2GM 

b) v, - ^ 

R 


PR-6.18 . Estrellas binarlas girando en tomo al CM 

j 

Un par de estrellas de masas m y M, separadas por una 
distancia d, giran en órbitas circulares en torno al centro 

de masa común. 

Halle el periodo de rotación de cada estrella. 

Solución: Para hallar las distancias respectivas, r y R, 
de las estrellas al centro de rotación, escogemos 
coordenadas del centro de masa en el origen. ___ 


291 


Cap.6: Gravitación y Fuerzas Centrales - © D Figue 











































































































-MR+ mr 


*on “ O 


MR 


(!) 


M + m 


Cada estrella gira con movimiento circular uní °rme J 
la atracción gravitación»] de la otra. Aplican o 
segunda ley de Ncwtnn, F = mu a cada estrella, se tiene. 


GMw 2 
--— = rnrui 


d‘ 


m 


GMm ,2 
y —— = A 1R(ü m 


( 2 ) 


Tomando en cuenta que: MR = nir de tas expresiones U) 
se deduce que: 


tu 


M 


ti) 


m 


U) 


Esto era de esperar ya que en un dado intervalo de tiempo 
los vectores posición tienen iguales desplazamientos 
angulares. Simplificando las expresiones (2) y sumando 
tenemos: 



C 


“ (Aí + m) ® uf í r + R) - nf <i 


Por lo tanto, el periodo común de rotación c.s: 


2z ■> 


4.7 2 d 3 
w Cf M + r/i) 


Baspaeata; 



Pñ-6.19 . Tres estrellas orbitando en un triángulo 

Cierto sistema consiste de tres estrellas idénticas de masa 
M, que están situadas en los vértices de un triángulo 
equilátero de lado L. ¿A qué velocidad deben moverse si 
todas giran bajo la influencia de la gravedad mutua en 
una órbita circular que circunscribe el triángulo equilátero 
v cuya forma se mantiene? 



"7 


Sojycfón: lai fuerza sobre cada estrella es la resultante ! 

de la suma vectorial de las fuerzas de atracción 

gravitación»! de las otras dos estrellas. De acuerdo al 

íagrama indicado, la fuerza resultante es radial y su 
modulo es: y i 


F r -2Fcos3(r.2(~,FL r,GM 2 

L- 2 VJ ¡2 
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i ¡,s csircMa*. piran alrcdcdnr del centro de masa del 
sistema, cuya ubicación queda en la dirección del eje x: 


X 


un 


MLsen60 fl +2M(0) Jj 

Tm T 7 ' 


por lo tanto el radio de la órbita circular de cada estrella 


es. 


r = Lsen60‘'-x 


nn 


2 6 ' 3 


Finalmente, aplicamos la segunda ley de Newton al 
movimiento circular de una estrella: 


F r - M 


v 


M i 


K Á 

S./ i 


X 

J t 

— fr 

60° 


i i. 


/X 


Xr- 


cu ;cm 



V 


L 




) M 


Respuesta; 




V 


■JlL/3 


V 


ff 


■fr 


PR-6.20 . ¿Escapará efe la Tierra? j 

Suponga que un cohete de masa m se lanza vcrticalmcnte 
hacia a rriba desde la Tierra con una velocidad inicial, 

v o “ 2 tJr Rj , donde g es la aceleración de la gravedad en ; 

la superficie terrestre. | 

a) ¿Escapará este cohete de la Tierra? 

b) En caso de ser así, ¿cual sería su velocidad cuando se 
encuentre muy lejos de la Tierra? 

* En este tipo de problemas despreciaremos los efectos de la 
fricción atmosférica. 





/ m 



r 


S olución: a) La velocidad de escape sería aquella que 
garantice que el cohete pueda apenas llegar al infinito, 
agotando toda su energía cinética. Por lo tanto, su energía 
total en el infinito debería ser cero. A partir de la 
conservación de la energía, escribimos: 

ATy + V f ■ A/ + U¡ * 0 


1 2 f GmAff n 

- ,m ' + < —^ ' 1 ü 


Rf 


Tena 


Despejando, encontramos la velocidad de escape: 
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v> 


- 3 . m j2 X Rr 

Rr 

Donde hemos lomado en cuenta la expresión p 
aceleración de la pravedad en la superficie terre. 

e • GMj i l<] . Vemos que la velocidad de lanzamiento es 
mayor que la de cscajx:: 




Podemos concluir que este cohete escapa de la Tierra 


h) Aplicando la conservación de la energía 
K t + U { «■ A ", + V ,, se obtiene; 



Luego la velocidad del cohete cuando se encuentre muy 
lejos tic la Tierra será: 


V - J l ‘i 1 - 2 ~JT L " V 4 ¿’ A / - 2 - t/2sRj- 

| a) El cohete escapa de la Tierra” 
b )v=^2gR T -I 


1 

PR*(i t 21 . Primera ley de Kepler : Ley de las órbitas 



Demuestre que los planetas giran alrededor del Sol en | Exprese la energía total £ y el 
órbitas elípticas, estando el Sol en uno de los puntos momcnto angutar L de j p | aneta en 
1 ocoles I 

términos del semieje mayor a y de 
la excentricidad t de la elipse. 


| 


$g!uc¡6n: Sean (vy, \y) las componentes de la velocidad 
del planeta de masa m, en la dirección radial y 

transversal. La energía mecánica (cinética más potencial) 

es; 


E «Á' + l'«i W fv r : + v-‘)_í 


Siendo la constante: k = 
Sol. 


OA/m, donde AI es la masa del 




©D 
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\ 


n angular es: L - . De.spcj.mdo , v 

M ,siiui>vmlor.> en la expresión para la energía, icu-mov ' 


> 

*, 


k ¡ 




El '¿rumio: U(r)-L !2mr‘-k/r représenla una 
especie de energía potencial efectiva y su dependencia 
m p r está representada en la siguiente gráfica. 

Vemos en esta gráfica que en el caso en que la energía 
total tiene el menor valor posible (E - E mn j. } a distancia 
radial nunca cambia, r ~ r 0 y la velocidad radial , es 
lU ,la. Esto corresponde a una órbita circular. 

Cuando la energía total E (negativa) es mayor que E 

tenemos órbitas elípticas. La distancia radial entre Af y m 
varía entre los dos valores extremos, r. y r + y en esos 
puntos, se anula la velocidad radial. En efecto, para vy = 
O, de la ecuación anterior se obtiene una ecuac ion 
cuadrática en r: 

X k 0 


MUfl 


r + —r - 

E 2mE 


O 


Las dos raíces de esta ecuación son: 



z } n 


mr 




* . E<() 

órbita fliprica 
E 

. . 

abita circular 



En la elipse esta solución corresponde a las distancias 
extremas del planeta m respecto al punto focal (el Sol). 

El semieje mayor está relacionado con la energía: 


a = — 


Jl 

2t ; 


k 


2a 


De la excentricidad obtenemos el momento angular. 



r + » a{ l + e) 
r ■ a( I -e) 
b « crj I - f” 

Primera Ley de Kepler 
Toóos ¡os pioneras se mueven en 
órbitas elípticas teniendo al Sol 
como uno de los focos 


I 2 Eli 

f + ^F 


pm •fmkail-f 2 } 


Queda demostrado que la energía E del planeta depen 
únicamente de la longitud del semi-eje ma>or a 
órbita y es independiente de la excentricidad i. 
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Respuesta; 
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PR-6 ,22. Segunda ley de Kepler: ley 

, j i e c | Se) hasta 
Demuestre que el radio vector tr.ir.ii n v ,¡ cnl po 

un planeta, barre áreas iguales en intervalos de . 

iguales. 


Solución: Durante un intervalo de oeti y° 

A/, el planeta viaja una distancia %Ar c,ls l^T 
al radio vector rfri y barre el área triangular ^° sT ‘ l _ 
Esta área es aproximadamente igual a la mita L 1 
ñor la altura: 

/ l 

A/t • - Aliara x fiase ■ ” ’í v ftAri 
2 2 

Dividiendo por Ar y pasando al límite, A/- 0. tenemos la 
tasa de barrido del área: 


dA A Al 


\ 


SI 


\ 


r(l + A; 


V/iAr 



y 


/ 


Segunda Ley de Kepler 


Teniendo en cuenta que el módulo del momento angular 
es: II, Mr x p í- rmvy , se obtiene: 


¡iA I L 
—•» — rr í} - — 
di 2 2m 


= constante 


Una línea que une a cualquier 
planeta con el Sol, barre áreas 
iguales en tiempos iguales 


Por ser la fuer/a gravedad una fuerza central, el torque 

sobre el planeta, f■ rxf es cero (puesto que F es 
paralelo a r) y como consecuencia el momento angular 
se conserva, o sea, dA/dt es constante. Así pues, 1 

1 j 

concluimos que: el radia vector desde el So! a! planeta 
barre áreas iguales en tiempos iguales. 


R£32il€$l3[ 


dA 

L 1 


- — - constante 

dt 

2m 


P R-6.23 . Tercera ley de Kepler: Ley de los períodos 


Demostrar que el cuadrado del periodo orbital de 
cualquier planeta es proporcional al cubo del semi eje 
mayor de la órbita elíptica. 


Solución: Podemos aplicar el resultado del problema 
anterior en el caso en que el planeta recorre toda ía elipse 
barriendo el área total .4 de la elipse en el periodo T: 
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dA L 
di 2m 
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£ m 


■¡ -irca de una elipse en términos de su excentricidad r es: j 


I « xah - no(<rj] ~e 2 ) - 


1it . nlr as que el momento angulares (Prob. PR-6.21): 

L - i[mkñ(7~ 


Su 


stiiuyendo A y i* en la expresión anterior, se obtiene: 


2 , n A 2 mm 


ir? 


r ‘T‘7 ’ 


lia 


3/ 


mkct(\ ~e~) 


r~ -t 3 / 2 

2 p Ira 

V* ' Jgm 


t 2 4 x J j 
I - - a 

GM 


Tercera Ley de Kepler 

El cuadrado del período t í 
proporcional al cubo di I semi eje 

mayor 


Respuesta; 

Fs decir, el cuadrado del periodo es proporcional al cubo 
del semi-eje mayor. Observe que esta relación e^tre T y, 

0t es independiente de los parámetros del planeta 
particular: E, L y m, i 



PR-6.24. Conjunción de Marte y la Tierra i 

I 

Cuando la Tierra, Marte y el Sol se encuentran alineados, ¡ 
se dice que los dos planetas están en conjunción. Suponga 
que un cierto día Marte y la Tierra están en conjunción, 
¿cuantos días transcurrirán antes de que esto vuelva a 
suceder? Suponga que las órbitas de la Tierra y de Marte 
son circulares y coplanares, siendo lo radios respectivos: 
r r = 1 U.A.y r u = 1 ,52 U.A. (Unidades Astronómicas), j 

Se denomina periodo sinódico al de conjunción de dos planetas 


Solu ción; Si la órbita fuera circular, por la tercera ley de 
Kepler el cuadrado del periodo de cualquier planeta 
alrededor del Sol es proporcional at cubo del radio: 



Afane 



La relación entre los períodos de Marte y de la Tierra son: 
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El periodo de Marte es: 


f Kf =1.87 T f -1,89(365)-690 días 

Las velocidad angular de Marte con rcL^n a la 
[ierra es: 


,t 




r, t 


M 


por lo tanto, ei tiempo tic encuentro está ‘lado peí 


To - 


*1 -f 


2n 


Tul 


^ <U r 2íT _ 1 Si ~ 

r T ’ t m 


til— - 775 días 


T 




TmT t 
T\i - T¡ 


Respuesta; 


- 775 días 


EBz6,25. Unn fuerzo central que es proporcional a 1/r 

Supongamos una masa puntual ni que es atraída hacia el 
centro O con un campo de fuerzas que varía con el 
inverso del cubo de la distancia: 


k . 

r-S 

r 

Siendo k una constante. Si la partícula se mantiene 
moviéndose en una órbita circular de radio r. Determine: 

a) La energía potencial, suponiendo V{ x) = Ü. 

b) La energía cinética. 

c) La energía total. 



Solucióm a) La di lerenda de energía potencial es el 
trabajo requerido para traer la partícula desde e! infinito: 

U(r)-U( ooj.- \F>df-- 

d e J a r* 


V 


lí(r)-0 + t ,_J_ 

•>*r J 2r 2 L 2r 


b) Aplicando la segunda ley de Newton (F - ma): 


* 

4 

r 


v J 


— 


v 


2 


mr 
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j i cMicrct^ tinélicii es. 


K--n,v 2 '± 

2 ~2 r ¡ 


a t . n ergía mecánica total es la suma: 


t; - k + v - 


_k 

2r 


k 


2r* 


Respuesta 


a) i/-. 


k 


2r : ' 


bl A' — 


> 2 * 
¿ r 


C) cero 


pg-6^26. Satélites artificíales geo-estacionarbs 


Dn satélite geosincrónico de comunicaciones en órbita es 
aquel que permanece en el mismo punto sobre la Tierra 
en el ecuador. Suponiendo que la órbita sea circular: 

a) ¿Cuál debe ser su altura sobre la superficie terrestre? 

b) ¿Cuál es la velocidad del satélite? 

c) ¿Se podrían colocar satélites geoestacionarios para 
comunicaciones directamente sobre cada país? 



Solución : a) La fuerza gravitatoria de la Tierra 
proporciona la fuerza centrípeta al satélite: 


GMm 


mío r 


2jT 7 


m(—Tr 
T 


El radio de la órbita debe ser entonces: 


{ GT 2 Mn 3 
4:z ¿ 



t 6,67.rUr ll N.m 2 /kg 2 )(86400s)-(5.98.d0 24 kg) il/ ^ 
rm 4jt 2 -~ 

i 

r- 4.22xl0 7 m 

I 

Para hallar la altura h del satélite, se le resta a reí radio 
de la tierra: 

h~r-R - 4,22xl0 7 m~6,37xlO f> m »3,58xl0 7 m 

I 

b) Para que el satélite permanezca estacionario sobre un 
meridiano en particular en la superficie terrestre, debe dar 
una vuelta cada 24 horas (T = 24 h = 86400 s). La 
velocidad del satélite debe ser: 
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* 


- :.-r(4^2\l0V) >( 3069in/íi 

^ #1 ' _ 

i ? • -y " g&íOOs 

,„... «télitcs gíoostacionanoij 

c) No se pudrí»" d e h Tierra. Para que d 

¿rectamente sobre , b Tierra, el plano 

satélite permanezca iiw> ^ cU3 | q j¡er oirá orbna 
de su órbita debe ser eeuaiona uM imponente 

en un plano paralelo al Lt U ‘ 110 d ¡ a 3 sacar el satélite 
de la fuerza pravi.aetonal pus tuto 

de esc plano. 


Üespu 


?5fa; 


a) h a 360dk m 

b) v = 3069m/s 

c) Imposible 


pR-6, 27. Velocidades en el apogeo y el perigeo 

T.erra. Su su jistaneia mas próxima a 

IrSertoe "terrestre grifen), es ¿ r = 400 km. 
Determine la velocidad del satélite en estos pumos. 




-_ _ _ _____ 

^_ _^ 

® D - F >9ueroa -Cap.6: Gravitación v Fuerzas Centra!* 9 



L¿is distancias radiales medidas desde el centro de l i 
Tierra son, respectivamente: 


r, = R t + ¿a m b,37xlf/ , m + 3xlü <, m -9.37x1 í/’m | 

i 

l 

r = R T +(i p m 6,37xl0 6 m + 0,4xl0 6 m» 6,77xl0*m 

r r 

I 

, 2(6,67xl0'")(5,98xlO :J X6,77xlO 6 ) , m 2 ! 

¿ _ - 1 ^ c *T i ni 

,,= (9,37x10 a + 6,77x10 6 )(9,37x10 < ') ’ ' 

v fl - 5975m/s 


Respuesta; 


v 


p 





(5975m/sX9.37xl0 6 mJ 

-r- - - 8270m/s 

6,77xI0 6 m 


En el apogeo: v 1( - 5975m/s 
! En el perigeo: v - 8270m/s 


PR-6.28 . Lanzamiento de un cohete a 45“ 

i 

Se lanza un cohete con una velocidad inicial v (J formando 
un ángulo 0 - 45 a con la vertical y de magnitud 0.8 veces 1 
la velocidad de escape. ¿Cuál será la máxima distancia 
que se aleja este cohete de la Tierra? > 


Soluci ón: En la posición extrema de su trayectoria 
elíptica, la velocidad v es perpendicular al radio vector r 
desde el centro de la Tierra. Aplicando ta conservación 
del momento angular {Lp =» í^): 


mvr - mvnRcos45 


v-vJRItlir) (I) 


l’or la conservación de la energía mecánica: 

k 0 + u 0 -k f + u f 


1 > GMnt , i 2 , CMm 

— rm’ñ+f- /hv +(- f 

2 1 R 2 r 


(2) 



Tomando en cuenta que la velocidad de escape desde la 
Tierra es K - 2GM ¡ R . escribimos: 
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Sustituyendo v de la relación (11 y el valor “i-- 
llamando je = R/r, encontramos: 

i 2 0.6-tv; : 2 

0 ,fi 4 v;-v} --v* 

m* 

Simplificando, obtenemos la ecuación cuadrática en a. 

0,32x 2 -x+ 0.36-0 


1±1¡1 2 -4(fí.32)<0.36) _ Jr .-2.7W 
X±m 2(0.32) -0,4/5 

l^i solución buscada corresponde a: 

x_-0.415-R/r r- 2.41 R. 

La otra solución correspondería a una posición extrema 
(r » 0.369R ), b cual sería imposible de alcanzar porque 
el cohete tendría que penetrar dentro de la Tierra. 


Respuesta, 


Máxima distancia que se aleja 
j desde el centro de la Tierra: 
r = 2,4 IR 


PR-6.29. Por allí pasará el cometa Halley en el año 2023 

E! cometa Halley se mueve en tomo al Sol en una órbita 
elíptica miiy alargada y su período es de 75,5 años. 



En Febrero de 1986 el cometa 
Halley pudo ser observado 
cuando alcanzó su perigeo 
(mayor acercamiento al Sol), a 
una distancia r p - 8,75xl0 10 

metros. En Noviembre del año 
2023 pasará por su apogeo o 
máxima distancia al Sol, ¿Cuál 
será esta distancia r tJ l 


1 _ 


Solución: El período del cometa Halley en segundos es: 

dias 


T - 75.5años(365^)(24^^)(60—)(60 S 

ano día hora 


-) 

min 


T -2.38x10 9 s 
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p, acuerdo a la lerccrn Lcy de Kcpler, la relación cn.rc el 
scnucjc mayor de la órbita y el período del com ,,.. 1 


3 ,GM 2 


4x 2 


. (6.67x 10'")(1,99x 10 Vl )(2.38a 11 )’ >2 .. 

a -1--V" - 2 


10 ni 


El semieje mayor de la elipse, a, es justamente la 
suma de las distancias máxima y mínima: 


semi- 


por lo tanto, la máxima distancia de Halley al Sol será- 

r a = 2 a-r p * 2x2 l 67xlG l “m-8,75xl0 !O m =5.25xlO l2 m 


PR-6.3Q . Energía para destruir el planeta Tierra 

Cuando se detonaron las primeras armas atómicas durante 
la segunda guerra mundial, surgió una gran preocupación 
por el peligro de una reacción nuclear en cadena 
incontrolable que llegase a reducir nuestro planeta a 
fragmentos. Consideramos la Tierra como una esfera 
uniforme de masa A/ y radio R. calcule cuál sería la 
energía necesaria para desarticular la Tierra en 
fragmentos totalmente separados entre sí. 


Respuesta; 



Solución; Para calcular la energía de formación de la 
Tierra, nos la imaginamos como una especie de cebolla, 
constituida por una serie de capas esféricas. 
Consideremos una capa de radio r que tiene una masa: 
d/u- p4jrr 2 dr. siendo la densidad de la Tierra su masa 
dividida por su volumen, p» A/ /(4 /3);r/i 3 . 

Si tomamos como cero de referencia a separación intmita, 
b energía potencial gravilacional de la capa que rodea un 
núcleo esférico radio r y masa m es: 


Gmrím 


(-jir 3 p)(4jir 2 í/rp) | 

3 ± G (4xp) 2 r A dr 

r 3 
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La energía potencial total después de traer ti nías las t.ap.1. 
desde una distancia infinita se obtiene integrando por toda 


la serie de capas: 


U 


C R \_ 
~J n 3 


s . . GiAxpy.l 1 

G(4.7|rO J 'r 4 í/r *-- ■ ^ 


R 


o 


fl Gp 2 (4x) 2 3tf 5 

u - ——<-r> 


nA.iR^ •> 3 
-G(--H—; 

>A‘ 


I = ~T 


}GSJ_~ 
s R 


El trabajo para separar, una a una, la serie de conchas > 
llevarlas hasta infinito sería el valor positivo de esta 
cantidad: 


3 GA/ : 3 (A.bT.tKr 11 )(5,97 jUI~ 4 )~ _ ^ ^ T r]n 3:, 


E 


5 R 


6,38 vIO 


La energía destructiva de las bombas nucleares se 
acostumbra expresarlas en una unidad derivada de la 
combustión de TNT. Una tonelada de TNT es equivalente 

a 4,l8xl() lí Joules. Para tener una idea, las bombas que 
devastaron Hiroshima y Nagasaki poseían apenas una 
energía destructiva del orden de 20 kiletones. Las que 
existen actual mente en los arsenales de las potencias 
atómicas podrían llegar a hasta 50 megatones de TNT o 
2,1x10 Joules. listo significa que para desarticular la 
Tierra en fragmentos totalmente separados entre sí, se 
necesitaría detonar unas I0 15 bombas de este tipo. 



Bomba nuclear 


1 megatondeTNT = 4,18.vlO^J 


Respues ta! 



PR-6.31 . ¿Qué trayectoria seguirá este satélite? 

Un satélite se encuentra en órbita circular con radio seis 
veces el radio de la Tierra ( r it = 6F <). En cierto instante un 

cohete de frenado se dispara, reduciendo la velocidad del 
satélite a la mitad de su valor inicial y en la misma 

dirección, ¿Cuál sera la trayectoria subsiguiente del ¡ 
satélite? 


So lución: La velocidad inicial del satélite en la órbita 
circular se obtiene aplicando la secunda ley de Newton ' 
(F = ma ): 


GMm 


v 


m 


o 


o 


’o 
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V 


2 

0 


GM 


( 1 ) 


o 
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ntr 2 v 2 mfrtr l v l m,nr o 


v 


h 


L. 






2 r. 


Aplicando la conservación de la energía emre lo, punl0 , ■ 

extremos de la órbita elíptica (Ay +U l -K,+u 

^ i 

/ 7 , GMm l , y'» y, 

—iriV) + ( - )--mv¡ +(-^2, 

2 r l 2 r 2 1 

_GMn L \ 

2 2 r 0 2 r 2 2 r-, 

* 

Sustituyendo líi expresión (1) p¡ir¡i f tenemos; 

I 

i GM GM i GM ^ 2 GA/ 

8 r 0 r 0 8 r 0 ry } ~ - [ 


’2 


Simplificando, se obtiene una ecuación cuadrática: 


/ 


/ 

t 

i 

I 

\ 

\ 




\ 


X 



(ÜLf-8(—) + 7 m 0 
r 2 r 2 


x- -Si + 7>*0 


Donde: x » r 0 ¡ r 2 . Las raíces de esta ecuación son: 


x 


8± V64-28l-t + -7 


-1 


Bssjmsia: 


La solución es: x - r 0 / r» =7 


r>-r 0 /7=6/?/7 


Como el radio final sería menor que el radio de la Tierra, 
concluimos que el satélite se estrella con la Tierra, 


rs-di. -R<R 

2 7 7 

El satélite sigue una trayectoria 
elíptica y se estrella con la Tierra 


ER-6.32 . Retorno a Tierra de una cápsuia espacialI 

Un satélite se encuentra en órbita circular a una altura h 
sobre la superficie terrestre que es dos veces el radio de la 
Tierra. Se desea retornar a la Tierra una cápsula espacial 
que salga en forma tangencial del satélite (punto A) y que 
llegue tangencialmente a la superficie terrestre (punto B). 
Determine la velocidad inicial de la cápsula: 
a ) Con relación a Tierra, 
o) Con relación al propio satélite. 
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• hm momento 

Solución: a> Aplicando la conservación 

■ ■ - * ' i r.n-J *\ y 6 de 1 

angular en las posiciones inicial > nnai. • j 
travcctoria elíptica: 


l‘\ " ‘‘¡i 


mr A v+ m t nr fi v H 


Por |a conservación «Je la energía ( 
extremos: 


K a + O A - l'it + 


I ■* 

~" ,v ¿ + (- 


GAfm i 2 , \ 

- «-fflln +(- > 

r 2 r n 


, 2GM 


v i “ 


v fí 


r l> 


Sustituyendo la velocidad final v n » v A (r A ir») >' las 
distancias, ^ - 3 A' .ty • /f. encontramos. 


(¡Mr 




2GMR IGM 


A \r A +r B }r Á (3R+R)3R ó R 

Usando los valores numéricos, encontramos la velocidad 
inicial de partida de la cápsula con relación a Tierra. 


v 


fTaJI |l6,67xl(>- ll )(5,98xl0 2< ) _ 3230m/s 
1 *\ri H " V 6x6,37x10'’ 


h) La velocidad del satélite en la órbita circular se halla 
aplicando la segunda ley de New ton: 


(¡Mm 


tti 


o 


»í¡ 


r <; 


: 


GM 


Y 0 


V 


V 


o 


¡GM 
\ 3R 


GM 1(6,67x10" ll )(5,98x 10"’*) 


3x6,37xl0 6 


4570m/s 


La velocidad inicial de la cápsula con relación al satélite 
será: 

v t 7 > * v a ~ v o ■ 3230m/s - 4570m/s = -1340m/s 

Esta velocidad inicial la podría obtener la cápsula 
mediante la expulsión de gases hacia delante. 


írcu ar 


\ 




•nirc Inv mi^nnO' puní." ¡ 


tA 

[ 

| 

\ 


\ 


\ 




\ 


V 


\ 


X f'y 


M 

h 


.1 


/ 


g ■ v 


//I 

y 5 m 


Respuesta: 


VcG-Va -v 0 «-1340m/s 
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pn-6 33. Otro procedimiento poro retorna «, CÁpsu¡/¡ 

CoiisiJcrc Je nuevo ct problema anterior del satín,, 
órbita circular, a una altura sobre la superficie terrestre de 
s veces el radio de la I ierra ih =■ 2R). S c dcsri r 

/*trvi.-í:ti . ULSca retomar 


dos >cCC * ,,vy * .ic oesca retornar 

la cápsula «pac.al comunicándole en el pumo \ 

velocidad v, en dirección al centro de la Tierra pan n u . 


velocidad . . — ... ..virap; 

llegue rasante o la superficie terrestre en el punto R 

« a ,, ( f 'k I t ab I rsr ti i ( n íl ,1 ! ^ 1 1 i . 


Iicguv . r mil ui i i punió H 

a ) Determine esta velocidad radial de !a cápsula 

b) ¿Cuál de los dos procedimientos serla mas convenio 
desde el punto de vista energético? 


Solución; a) Al comunicar a la cápsula la velocidad 
adicional en dirección radial, su velocidad tangencial r fJ 

no varía y su velocidad resultante es la suma vectorial: 
y = v 0 + v r . Por la conservación del momento angular 


mr A v 0 = mr B v B 


v 


B 


V 0““ 

r B 


Por la conservación de la energía entre los puntos inicial 
y final, K A + U A - K B + U B : 

1 2 , GMm 1 j GMm 

mVA + f - ) = mVfl + f - J 

2 r A 2 r ñ 

Sustituyendo las magnitudes de las velocidades 
v A - v 0 + v r y v B , y las distancias, r A - 3R y r I} - R, el 

radio de la Tierra, se obtiene: 


/ i 2 GMm 


/ 


*> 


3R 2 GMm 

T ~ 


2 2 2GMm •* 

(vo + v r )-—-Lfyjf 


3R 


2GM 

R 


t SV¿ - - 


4GM_ ^ GM 4 GM _ 4 GM 
3 R "" 3R 3 R m l R 


Sustituyendo los valores numéricos, encontramos la 
velocidad inicial radial de la cápsula: 


¡4GM 
r Y 3R 


V 


4(6,67x1 tr n )(5.98xl0* 4 ) 


3x6,37x10 ft 


9140m/s 



Í4GM 
h) V, - yl— 


pespuest s; 


9140nvs 


b) Desde el punto de vista energético, este segundo , 
procedimiento sería menos eficiente que el anterior, i ■ b) Este procedimiento requiere 
porque hay que imprimir a la capsula una velocidad ¡ ¡ ^ayor energía q ue el an.crior^ 

adicional que es casi siete veces superior. j 
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PR-6.34 . Tiempo do Observación de un satélite 

Un satélite se traslada en una órbita cirtular de O*. 

Este en el plano del ecuador terrestre a una a tur ^ 

superficie terrestre h ~ ^ n1 - ¿P ur,intL cu n , ^ V 

esiara pur encuna del honznnu. i t 
en un lugar cualquiera del ecuador terre re. 


SotuclÓfV Ea velocidad angular de la Tierra re. ps 
su eje es: 


1t 




urj' 


7 ^xlO^rad/s 

f | r 


T (24 h)! óOminíh )(60s/min i 


La velocidad angular del satélite en la órbita circular de 
radio r viene dada por: 


, , A 1m 

nuí^r - O—— 

r* 


ío 


CAÍ 

3 


Donde el radio de la órbita circular es: 

r- /?+ /j.6.37xlÜ 6 m + 8xl0 5 m-7 t 17xl0 6 m 


Ctl 


( 6,ft7xl0~ ll )(5.98xlQ- 4 ) 
(7,17x!0V 


1.04 .v 10"' rad/s 


La velocidad angular del satélite con respecto a la Tierra 
es; 

W s - íUj - íi/f 

Wj - l,04.vl0"^rad/s- 7,27x10*^rad/s = 9,67x10~ 4 rád/s 

Los puntos extremos de observación en el horizonte 
abarcan a cada lado un ángulo 0 dado por: 

, OP R 6.37xl0 6 m 

cos0 - — - — «-— n 0 88» 

OA r 7J7xl0 6 m 

0- 27.3°-0,477 rad. 

Por lo tanto, el tiempo que estará el satélite por encima 
del horizonte según un observador en el ecuador terrestre 


A t 


20 2(0,477rad) 

<ü;"9,67xl0- 4 r a d,' s ' 985l ’ l6 ' 4min 
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X 


A' /_ P HQRgQ NTE ^ ^ ^ 



SATELITE 


Besmssíü 


Ar-16,4 minutos 
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pR.-6.35- Un v,3 ¡ oa con loo motores opogeOoo 

U mainrra mas eficiente de enviar «na nave desde h 
Tierra a Marte-es seguir una trayectoria scmiclípticá 
denominóla órbita de transferencia de Hohmann Los 
cohetes se encienden brevemente en la T¡ crn 
colocar la nave en la órbita de transferencia;' a 
continuación l.t nave viaja sin motor hasta llegar i la 

órbita de destino. Allí los cohetes se encienden otra vez 
pura dejar la nave en la misma órbita de Marte. 

a) En el viaje de ida, ¿qué velocidad inicial se le debe dar 
a la nave y en qué sentido se deben disparar los cohetes? 

b) Al final de la órbita de Hohmann. ¿qué velocidad se le 
debe imprimir a la nave para que caica en Marte? 

C ) ¿Cuánto tarda un viaje de ida desde Ja Tierra a Marte, 
desde el instante de los disparos de los cohetes? 
d) Para poder llegar a Marte desde la Tierra el instante de 
lanzamiento debe calcularse de modo que Marte esté en 
el lugar apropiado para que la nave llegue a su órbita 
alrededor del .Sol, ¿Cuál ha de ser la separación angular 
entre Marte y la Tierra en el momento del lanzamiento? 
¿Qué planeta debe ir por delante en ese momento? 

I 


mu \ \ 

KhVí.V, \ \ 



\ 


•m 


\ 

I 

/ 


/ 


✓ 


Suponga que la órbitas de Tierra y 
Mane en torno al Sol son 
circulares y que la única fuerza 
sobre la nave espacial es la 
atractiva del Sol, despreciándose 
las influencias mutuas entre 
planetas y de éstos con la nave. 


-* 


S oluc ióni a) La transferencia se ejecuta vía media 
órbita elíptica con semi-eje mayor: ü = (r¡ + n)i 2. Uno 

de cuyos focos está en el Sol, su perihelio será el radio de 
la órbita circular de la Tierra (r\ - r t ) y su afelio, el radio 
de la órbita de Marte (n = r,„). En esta órbita elíptica la 
nave debe tener una energía total; 


£ * - 


GAÍm GMm 


2ü 


(n + c) 


La fuerza centra! es conservativa y la energía total 
permanece constante. En el punto inicial E - K'+U \, y la 


v> 


energía cinética de la nave es: 


A'VE-í/i -- 


GMtn (7AÍW, GAÍm, n 1 
-(-)--II-1 

(rj + n) q i\ T +í 2 


GAÍm z? , l *2 
A - (——) - - mv,- 

n n + n 


Por lo tanto su velocidad inicia! (relativa al Sol) debe ser. 



v 


i-Japs-, 

V n n +n 
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- 327* 10 ! 7 


'1 


(6j67xl0- n )(l 
1 49x10 ' 1 


^ 77x10 


, . en 1.1 órbiia de 

Esta es la velocidad de in 7 Ticirn en su 

Huhmann. Ahora bien, la vclocdad de 


Hohmann 

órbita circular está dada por. 


GMm y 

-r— - m— 


V 



* 11 N.m 2 /kc 2 Hl.QSxIO^gj ^ , gg y | q 4 m /s 


(6,67x10 _ 

V/ “ ^ i .49 vlO 1 1 m 


Esto significa que para alcanzar la velocidad de inserción 
es necesario aumentar la velocidad de la nave en 


V| -v-i-v, -3,27.rl0 4 m/s-2,98jin 4 m/s=:2970m/s ¡ 


Para ello, los cohetes impulsores deben dispararse en 
dirección opuesta al movimiento orbital de la Tierra. 


h) La fuerza atractiva del Sol hacia la nave es , 
conservativa y el momento angular permanece constante. 


/fíqi').í£7i90 l,, ° wrp'2 J£7i90 rt 


La velocidad de la nave respecto al Sol al Ucear a Marte 
es: 


V "> -1 


, n n /CAÍ 2 ñ ¡GM, 2r\ 

I-J-(-) - J-(- 

n n\/i q + p Vn >1 + *2 


) 


Vi 


V 


m 


(6,67xl0- ,l ){l ( 98xl0 3ü )2a49jcl0 H ) , ltJ 

-- „ 2 J 4 x 1 0 ’ — 

3.77x10 * 1 s 


22S.V10 11 


Esta velocidad es inferior a la velocidad orbital de Marte: 


V 


rn 



67x1o- 11 N.m : /kg 2 )( 1,98xl0 3(J kg) 


2.28.V10 1 *m 


m 

S 


Por lo tanto, para que la nave caiga en Marte su velocidad 
debe ser incrementada de nuevo en una cantidad: 


2 • ' m - v'2 - v m = 2,41xl0 4 m/s-2,14jl0 4 m/s = 


2700m/s 


O Podemos utilizar la tercera ley de Kepler para calcular 
el periodo de la órbita elíptica: F caicutar 
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G =6,67xlO~ 11 N tm 2 


Sol: 


V 

M -\ ,98\ |()3(ti 
Tierra: r\ » r, = 1.49x1 ()M 

r < - 365 df as 

Marte: n = r„, = 2.2X. t |()ll 


m 


r m = 687 día,s 
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p ar a viajar tic la fierra a Marte ío 
justamente la mitad del período 7, 


* 



f mi 3 f 2 Jt(l.89 .r lf)' 1 }3/2 

2 " JÓM ^(6.67x 10-1 i) ( | ,9 Sx,O»») " 2M 


Es decir, la nave tardaría 259 días, que son mas de ocho 
nieses y medio. 



marie 


d) Como la nave espacial precisa 259 días para moverse 

desde la posición mas cercana al Sol (perihelio) hasta su 
encuentro con Marte, en la posición mas alejada (afelio), 
entonces, durante ese tiempo el desplazamiento anrular 
de Marte es: 


A0 « 360 o — = 360° 


224x10 7 s 


m 


(687días)(86400s/día) 


135.9 


o 


0 = 180°-135.9°= 44 J" 


Respuesta; 

íaj vj s2970m/s 
| b) vi = 2700m/s 
¡ c) 259 días 
|d) U- 44.1'’ 


PR-6.36 . ¿Cómo se origina ta fuerza de las mareas? 


Las mareas son el ascenso y descenso periódico en el 
nivel del mar debido principalmente a la atracción 
gravitacional que ejercen la Luna y el Sol. Halle las 
expresiones para la fuerza ejercida por la Luna de masa 
AL sobre una partícula de agua de masa m, con relación a 


la Tierra. 



Considere los siguientes casos; 

a) Cuando la partícula está cu la 
posición A enfrente de la Luna. 

b) Cuando está en la posición B 
en el lado mas lejano de la Tierra. 

■ c) Cuando está en la posición C 
: en la perpendicular a la linca 
| Tierra-Luna. 

i d) Explique por qué existen dos 
' protuberancias de marea en los 
• océanos, una que apunta hacia la 
i Luna y la otra en sentido opuesto. 

Este es el motivo por el cual la 
: marea sube y baja dos veces al 

1 día. 

I 


Solució n: a) La fuerza de marea en una determinada j 
posición A de la superficie terrestre^ es igual a la , 

diferencia entre la fuerza de atracción, F.\ , 9 ue Lun3 
ejerce sobre la masa ni situada en dicha posición, } j 

fuerza de atracción Fp que ejercería sobre tal masa . 

estuviese en el centro de la Tierra, sie ndo. - j 


311 


centrales - © D. Figueroa 


















































































Mm * 

}' t es — (j - — T.l 

ir - R}“ 


. Mm * 

Fr ■ r : r 


Tomando en cuenta que /\ « SL ' tlCr1t -- 


2A 


F\-F A -Fr—CMml R) l r l 


J-i 


4 

b) En el punto B del Indo opuesto a la Luna, se nene 


F fl - - f, - - fi i^77p' r 


c) En la posición C la fuerza de atracción es. 


t 



Fuerzas resultantes en A, B y c 


Mm . 

F c = ~G—-ricos ¿v + íf/ifc’) 

/?“ + r- 

__ ^ f /?í , ^ A//?/ - 

Fr =Fr -Fr °-G — -- (cos^c + sempy) + G—r - * 

c L R- + r* r " 

Si tomamos en cuenta los valores para las distancias 
/?-6.37.x 10 6 m y r = 3,S4.rlO s m. podemos aproximar: 
eos <p - 1 y 

I 

señé •» tgá - R / r ■ 6.37 r 10 f ’ m/ 3.S4.v10 a = 0,017 rad, j 



Por lo tanto, la fuerza en C es: 


Las dos protuberancias de marea 



— -GMrn 



i 


<i 


d) De los resultados anteriores, concluimos que la fuerza 
de marea en las posiciones A y B, ubicadas en la línea 
que una la Luna y la Tierra, son de igual módulo y i 
aproximadamente el doble que en la posición C, i 
perpendicular a dicha línea. Esta es la razón por la cual ¡ 
existen dos protuberancias de marea, una que apunta i 
hacia la Luna y la otra que apunta en sentido opuesto. ! 

El cálculo para las mareas solares es similar y bastaría 
con reemplazar la masa y la distancia de la Luna por las , 
del Sol. Las mareas que se observan a diario son el efecto 
resultante de las dos atracciones. Cuando la Luna y el Sol 
están alineados, las mareas se refuerzan y son mas 
grandes. Cuando la Luna está en cuadratura con el sol las 

mareas se cancelan parcialmente y resultan pequeñas.’ 


Respuesta; 


! a) F a 

b) Fu 

c) Fc 


2/?* 

- -OMm—rx 
r 

2R 

~ +GMrn —T-.v 
r 3 
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pEríí.01- Una de estas afirmaciones no es correcta... 

En 1= expresión de la fuerza de gravedad, la cantidad (i.. 


a) Se uso solo cuando la Tierra es uno de los dos cuerpos. 
£s válida solamente en nuestro sistema solar. 

c) fes mayor en la superficie terrestre cjuc en su interior 
J) Es una constante universal de la naturaleza 

e) Esta relacionada al Sol de la misma manera en c^ue üj 
está relacionada a la Tierra. 


r — W/fílj 

/' *• G ——*■ 


La fuerza de la gravedad 


PE ‘6-02 . Lugar : La Luna, Fecha: 2 de Agosto, 1971 

Durante el segundo viaje del hombre a la Luna (Misión 
Apolo 15), pudimos ver en la TV la escena cuando el 
astronauta David Scott. en su paseo lunar, dejó caer 
simultáneamente una pluma y un martillo desde la misma 
altura y estos tocaban suelo lunar en el mismo ínstame. 
Lo que demuestra este experimento es.... 

a) La ausencia de gravedad en el vacío. 

b) Que la aceleración de gravedad, g, en la Luna es menor 
que en la Tierra. 

e) Que en ausencia de la resistencia del aire todos los 
cuerpos en un mismo lugar caen con igual aceleración. 

d) Que la pluma pesa mas en la Luna que en la Tierra. 


c) Que la pluma y el martillo pesan lo mismo en la Luna. 



PE-6.03. Un péndulo en un satélite en órbita 



I 

i 

Sea To el período de un péndulo en la superficie terrestre, j 
Suponga que el mismo péndulo es colocado en un satélite ¡ 
en una órbita cuyo radio es dos veces el radio terrestre. En j 
el satélite, el nuevo periodo del péndulo será: 


a) 2T(i 
ti) T ( )¡4, 


b) 4T„ t 


c) T () !2 


e) El péndulo no oscila 
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PE-6,04, Cinco instrumentos llevados a la Luna 


En una misión a la Luna, son llevados cinco instrumento 1 ' 
que fueron construidos y calibrados en la Tierra: 

1) lin reloj de péndulo. 

2) Un reloj de pulsera. 

3) Un termómetro de mercurio. 

-1) Un barómetro de mercurio. 

5) Una báscula de resorte. 


i, 


Cuál 


o 


cuáles de 


instrumentos, mate aran 

lectura correcta en la Luna? 

a) Solamente c! N' 1 2 

b) El N° 2 y el N' 1 3 

c) El N‘ 5 1 y el N° 2 

d) El N™ 3 y el N ro 4 

e) El N J 4 v el N 1 ’ 5 


estos 

una 


PE-6,05 . Sensación de Ingravidez dentro de un satélite 

Un astronauta que está dentro de un satélite en órbita 
alrededor de la I ierra, siente la sensación de "ausencia de 
peso". En una dase de física, cinco alumnos (a, b, c. d y 
e) discuten la situación y ofrecen explicaciones distintas, 
¿cuál de estos alumnos tiene la razón? 

a) Sil astronauta está fuera del alcance de la gravedad 
terrestre. 

h) La nave espacial está fuera de la atmósfera terrestre. 

e) La gravedad está presente afuera pero no dentro de la 
nave. 

d) La nave y el astronauta están cayendo con la misma 
aceleración, producida únicamente por la gravedad. 

e) La lucr/u que ejerce la Tierra sobre el astronauta se 
compensa con la que ejerce la nave. 



Entre ellos hay una atracción gravltacional 

Ana (masa m,U y Beto (masa m¡¡) están inicialmente a una 
distancia d. Considerándolos como masas puntuales, 
¿cuánto trabajo hay que hacer contra la fuerza que los 
atrae para separarlos hasta una distancia de diez veces la 
separación inicial? 


a) 

d 

cj \v = n— Il * tn R 

d ’ 

e) (V 7 11_ ^’ ,tl A ,ti ñ 

9 d 


b) IV « IQ— U * m n_ 

d 


d) IV 


9 Gm Á m 




JO 
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satélite.,.. 


pE'6.07. Energía cinética y energía tohf de} 

l)n satíliíc está en una órbita circular en torno a T - 

con una cncrg.a total h. La energía cinética del 


a) A " + A« 
d) K = -2E, 


b) K =r .fj2 t 

c) K= +E/2 


es: 


c) K = *£ 


pg-6j}8. Disparo accidental de cohetes 

Un satélite de masa m está en una órbita circular v 
repentinamente se le dispara uno de sus £nh " a ) ¿E 

direccionales. Como resultado la velocidad taneencial ' 
cambia desde su valor inicial v„ hasta un valor 2v„ ' 

1 ^ f liAij 

¿Cuál es el cambio en ta energía total dei satélite** 

e) A E 


3 

1 


-/m 


2/m 


PE-6.09 . Trayectoria elíptica, parabólica o hiperbólica? 

En las condiciones de la pregunta anterior, después de i 
dispararse el cohete, el satélite tendrá una cnercía total 
suficiente para viajar finalmente en una trayectoria. 

a) Igual a la órbita circular inicial. 

1 

b) Circular de radio mayor al inicial. 

c) Elíptica 

d) Parabólica 

e) Hiperbólica 


E Í*6.10 . Soltando una bomba desde un satélite 1 

Un satélite artificial transporta una bomba sujeta a la parte 
exterior de dicho satélite y cuando se encuentra en órbita ¡ 
alrededor de la Tierra, se suelta la bomba. Si 
despreciamos la resistencia del aire de la atmósfera, ¿cuál 
será la trayectoria que seguirá la bomba? 

a) Caerá verticalmente hacia la Tierra, 

b) Caerá a la Tierra siguiendo una trayectoria parabólica. 

c ) Seguirá en la misma órbita acompañando al satélite. 

d) Caerá a la Fierra siguiendo una trayectoria elíptica. 
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PE- 6 . 11 . Visita a un planeta desconocido 

Una misión espacial descubre un nuevo planeta s. cuando 
se acerca, determina que su radio es justamente la mitad 
del radio de la Tierra. 


\7 


y 

J{ Y 

■f ■. • -'i 

/LA 



Después de tocar sudo en el 
planeta encuentran que ¡,, 
aceleración de la gravedad en Sll 
superficie es el doble que en la 
Tierra. ¿Cuál será la masa de este 
planeta en términos de la masa de 
la Tierra ? 


/ 

i . 

a) nt p - —/«r 

b) >n p “íu r 

/ 

c) m p 

Am- 

d) m p = 2m 

e) m p -4m p 



PE-6.12. En los puntos extremos de la órbita elíptica 

Un satélite está en una órbita elíptica alrededor de la 
Tierra. Si comparamos los momentos angulares y también i y 
las energías cinéticas en los dos puntos extremos A y B de ¡ * 

la trayectoria, podemos afirmar que: ^ 

a) L a = L lt y K Á > K¡, b) L A > L¡¡ y K A = v. 


\ 


N 



\ 


\ 

\ 

\ 

/ 

f 


c) L A - L ft y A A < Kjt 
e) L A > l. tt y A' , < K¡¡ 


d i L a < Lh y K a > A'/j 


s. 




-+-- 


PE-6.13. Comparación de períodos de satélites 

1:1 satélite A está en una órbita circular de radio r y el 
satélite H está en otra órbita circular de radio 4r en torno a 
la Tierra. La relación entre sus periodos de revolución es: 

«> V r a = b) T a iT 0 = 1/8, c) r A /T n =2, 

d) T a ITtf =4, e) T A iT B = 1/4, 


PE-6.14. Comparación de velocidades 

Un satélite viaja en una órbita elíptica en torno a la Tierra. 
Si comparamos los módulos de las velocidades en los 
puntos indicados, ¿En cuál par de puntos son iguales? 


/ 


/ B 


N 


a) En A y D, 
d) En C y E T 


b) En C y F, 
e) En D y F, 


c) En B y E, 


/ 

/ 

\ A 

\ 


\ 



\ 


\ 


v 


\ 
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PBd B J 5- Fuerza resultante sobra una Wrtfcw 


i 1 ^ - I J W 

colocan cu los cuatro arreglos mostrados 





á 


M 


sL -Q> 

M 


O—-— o m 

W (3) 



rs ffl 

y 

‘W©—O m 

(41 


! la partí™ ¿L? 

| cscrih¡ rtl ue.... ' ' podcmos 

I 

n) ¡ A > Fy > F\ > p : 

b) ¿i >F 2 > Fy > F¡ 

c > fl>F4>F 2 >F 3 

d > L >F\ > Fy > r 4 

c ) *3 > F] > r A > Fz 


4 —— 


PE-6.16 . Períodos de los planetas del sistema solar 

Un alumno construye una gráfica en escala doble 
logarítmica del periodo T de cualquier planeta alrededor 
del Sol en función del cubo de la distancia media r del 
planeta al Sol. La pendiente de la línea recta de esta I 
gráfica debe tener el valor... 


a) 2/3, 


b) 2, 


c)3, 


d) 1, e) 3/2 



PE-6,17 . ¿Por dónde andará el otro planeta?. | 

I 

Dos planetas X e Y viajan en órbitas circulares en torno a ¿En cuál de los puntos señalados 
una estrella, en el mismo sentido (anti-horario). Los es mas probable que esté el 
radios de las órbitas están en la proporción 2:1. En cierto ; planeta X en ese momento? 
momento los dos planetas están alineados como en la i 
figura a. Un cierto tiempo después, el planeta Y ha girado 
90°, como en la figura b. 


/ 


/ 


N 


/ 


X s 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 


\ 


X 




/ 

/ 

/ 

/ 1 > 
/ ? 
í 


\ 


a) 1, 

b) 2 

c) 3 

d) 4 

e) 5 


\ 


ó 

\ 


i 0 1 

Vi / 


s 


/ 


\ 5 

\ 

\ 


4 


X. 




(a) 


(b) 
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PE-6.18, El satélite venezolano Simón 8oUvar 

i -4 rl «¡atélitu Simón 
En Noviembre del 200S, rar; i servir tic 

Bolívar en órbita alrededor <-c a transmisión de 

enlace desde nuestro internet, otros, 

información de señales de lek ( ^ 

¿Cuál de estas afirmaciones es corrcm. aut ^ oma a 

a) El satélite se traslada en su órbita <.n 
velocidad constante sin ninguna aceleración. 

b) La fuerza de atracción de la Tierra sobre el satélite 

nula porque está muy alejado de ella. 

c| El satélite en órbita sigue siendo atraído por ^ 

pero esa fuerza tiene- muy poco efecto al estar u 

fuera de la atmósfera terrestre. . , . 

di El satélite es gcosincrónicoya que nene un p.noco 
24 horas. Igual al de rotación de la tierra, y por ello desde 
la Tierra se le ve siempre en la misma posición. 


i 

( 


\ 



(d) 


PE-6,19. Órbitas de diferentes excentricidades j 

I 

Considere tres órbitas alrededor de un objeto de masa M ^ 
con diferentes excentricidades, £j < f; c f 3* F^ 10 


longitud de su semieje mayor a. 



La energía mecánica total E y los 
periodos T de estas órbitas están 
en la relación... 

a) 7 j < T 2 < 73. E¡< E 2 < £3 

b) T t >T 2 > r 3 , £, = £ 2 =E 3 

c) T\-T 2 = £3 E[> E 2 > £3 

d) r, = t 2 - r 3 , £, - e 2 = £3 

e) 7 ¡ > T 2 > T 2 , £¡ - E 2 - £3 


PE-6.20 . Afas rápida en diciembre que en Junio. 

La Tierra se mueve mas rápido en su órbita a principios 
de enero cuando está mas cerca del Sol (perihelio), que a 
principio de julio, cuando está mas alejada del Sol 
(afelio). Esto es consecuencia directa de 

a) Que su momento angular es mayor en Enero. 

b) La segunda ley de Kepler (o ley de las áreas) 

O La tercera ley de Kepler (o ley de los períodos) 
d) El efecto gravitatorio de los otros planetas 
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gEi6.2_1- ¿ Por qué h i una nos muestra una sola car 

Varios alumnos están discutiendo sobre el curioso 1 t i 
de que la Luna siempre nos muestra una sola can r,,o 
j c CS |as afirmaciones sería 9a correcta? 0 ‘ 

a) La masa ¡ a Luna C f Á t tl,stribl, ‘da en forma asimétrica 
la fuerza de gravedad terrestre es mayor sobre d 
hemisferio que apunta hacia Ja Tierra. 

t>) La Luna esta atada a la fierra desde una de sus caras v 
no la deja rotar alrededor de su eje. * 

c) La Luna sí rota sobre si misma y su período de rotación 
(27 días y un tercio) coincide con su período de traslación 
alrededor de la Tierra. 

d) A la Luna no le gusta mostrar su lado trasero, porque 
está muy dañado por el impacto de los meteoritos. 



Li cara oculta de la Luna 
IFoto de t,i Misión Apolo Ifq 


PE-6.22 . ¿A qué se deben las estaciones del año? 


Dos alumnos sostienen una discusión para explicar la 
causa de la existencia de las diferentes estaciones 
climáticas deí año. ¿Cuál de ellos tiene la razón ? 

a) Alumno A. 1 ...“Cuando la Tierra está mas cerca del Sol, 
es verano y cuando está mas distante del Sol es invierno”., 

b) Alumno B: ..." Lo que sucede es que la inclinación del 
eje de la Tierra hace que los rayos solares incidan en 
forma oblicua y la superficie terrestre es desigualmente 
iluminada por el Sol. 


En la Fig. 1 en el hemisferio sur 
es verano porque recibe mayor 
radiación solar por metro 
cuadrado que en el norte (donde 
es invierno). Seis meses después 
| (Fig. 2), la Tierra está en la 
posición orbital diametralmente 
opuesta, y la situación se invierte” 



SOL 





(Fig. I) 

Hemisferio Norte: Invierno 
Hemisferio Sur: Verano 





(Fig- 2) 

Hemisferio Norte: Verano 
Hemisferio Sur; Invierno 
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MAPA DE CONCEPTOS Y FORMULAS 
SISTEMAS DE PARTICULAS 
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mapa de conceptos y fórmulas 
rotación de cuerpos rígidos 



CUERPO RIGIDO 
EN ROTACIÓN 


provocada 
por un 


orienta don 
respecto 3 eje se 
describe por el 


respecto al 
eje tiene un 


TORQU 


ENERGIA CINETICA 
ROTACIONAL 


MOMENTO DE INERCIA 


DESPLAZAN IEfíTO 
ANGULAR 


u derivada 
es la 


determinan 
_la 


si es nulo, 
se conserva el 


para movimiento 
uniformemente acelerado 
se cumplen-- 


VELOCIDAD ANGULAR 

(O =dd/dt 


determinan 


MOMENTO ANGULAR 


TRABAJO 


produce 

un 


relacionadas 
.✓por la v. 


su derivada 
es fa 


RELACIONES CINEMATICAS 

O — 0q + COq! 

co - cüq 4 - al 
ar = cü§ + 2cc(6-d () ) 


produce un 
cambio en el 


ACELERACION ANGULAR 
a = cid)/di 


2a LEY DE NEWTON 
PARA LA ROTACIÓN 


partículas giran 
en circuios con 


esta ^ 
relacionada con 


CONDICIONES DE 
EQUILIBRIO 


VELOCIDAD LINEAL 


ACELERACION 
RADIAL 
O- = CÜ X V 


ACELERACION 

TANGENCIAL 

a r = axr 
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MAPA DE CONCEPTOS Y FÓRMULAS 

GRAVITACIÓN 


co 

lo 

en 


CAMPO 6RAVITAT0RI0 


h 

” = — - -f 
m 


M . 


la atracción a 
distancia se 
"describe mediante 


FUERZA GRAVITATORIA 
DE NEWTON 

r, M ni - 

l, : = -°-Z2- r 


1 


Cuando la 
gravedad 
es débil predice 


i 3 * um, ij. 




PRINCIPIO DE 
SUPERPOSICIÓN 

F=f / + A+F i +... 


se suman de 
acuerdo al 

Actúa a lo largo 
de la línea que une 
' las partículas 


para 
partículas 
con 


siendo 
la constante 


i 


FUERZA CENTRAL 

V//T 


G=6,67.rlO“H 

CONSTANTE 

GRAVITATORIA 



TEORIA GRAVITATORIA 
DE EINSTEIN 
(RELATIVIDAD) 


MASA GRAVITATORIA 
w g 


responsable 
del 


se basa en 
que son 
equivalentes 


/ 

se cumple 
la 

/ 


CONSERVACION DEL 
MOMENTO ANGULAR 

L = rxp 

í 


Explica 

observaciones 
astronómicas 
conocidas como 

_ L _ 


es 

conservativa 
y puede 

derivarse de una 

\ 




MASAWERCIAL 

ñu 


j 


provoca 

una 


LEYES DE KEPLER 
MOVIMIENTO PLANETARIO 


ENERGIA POTENCIAL 
GRAVITATORIA 

(iMm 


(/=- 



PESO DE UN CUERPO 


IV =Í^- S - 

tfi 8 


»ig 



y como 
consecuencia 


barridas 


Periodos y 
distancias al Sol 




LEY DE LAS AREAS 

d\_ _L_ 
di 2m 





Trayectorias 
en tomo al Sol 


determina la 

.t 



ACELERACION OE 
GRAVEDAD TERRESTRE 

.í = ^-=9,K)§ 


t 

determina 
su aceleración ante 
cualquier Tuerza 

... i 

2a LEY DE NEWTON 


ENERGIA TOTAL 


,, ,, ,.Mm . 

h=U+k~-(’-jT-+ -xinv 


I 


\ 


7 


cerca de 
la Tierra 


v. 


ENERGIA POTENCIAL 
CON ALTURA 

Al /-h -»>;// 
K- 


LEY DE IOS PERIODOS 

n 4tT* i 

7-=(— 


LEY OE LAS ORBITAS 
(ELIPSES) 


SI E<0 
trayectoria 
cerrada 


SI E>0 
el objeto 
se escapa 
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